Sezione I 

La prova orale 


Capitolo 1 

Criteri, modalità e programma della prova 
orale di matematica e delle prove facoltative 
in lingua inglese e informatica 


1.1 La prova orale di matematica 


La prova orale di matematica rappresenta la fase finale dell’iter selettivo del concorso per 
ciascuna Accademia delle tre Forze Armate, Esercito, Marina e Aeronautica. In genere la 
stessa viene affiancata da una prova facoltativa di lingua straniera; prima delle predette 
prove i concorrenti hanno già sostenuto la prova per l’accertamento della lingua inglese. 
Il programma d’esame di matematica è pressoché uguale per tutte le tre Accademie, come 
sarà possibile notare di seguito. 

Denominatore comune è la suddivisione del programma d’esame in tesi, sulle quali il can¬ 
didato sarà ascoltato dopo averle estratte a sorte. Questi dovrà dimostrare di aver assimi¬ 
lato i concetti nell’essenza e nelle correlazioni, passando con precisione di linguaggio, con 
sobrietà di esposizione e con rigore logico, dalla teoria all’applicazione. 

Analizzeremo, per ciascuna Forza Armata, la procedura di verifica della preparazione del 
candidato, il programma, la durata della prova ed il risultato minimo da conseguire per l’i¬ 
doneità. 

Si precisa che questa parte del volume affronta esclusivamente la prova orale di matema¬ 
tica. 


1.2 Esercito Italiano 


I concorrenti risultati idonei alle prova scritta di composizione italiana saranno sottoposti 
all’accertamento della conoscenza della lingua inglese che si terrà nel mese di maggio e qua¬ 
lora giudicati idonei saranno sottoposti, in un’unica giornata d’esame, alle prove orali di ma¬ 
tematica e di lingua straniera facoltativa, in genere nel mese di luglio. 
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1.2.1 Accertamento della conoscenza della lingua inglese 

La prova, della durata di 105 minuti, consisterà nella somministrazione di 60 quesiti a ri¬ 
sposta multipla. 

Al termine della prova viene assegnata a ogni candidato una votazione espressa in trentesimi, 
calcolata attribuendo 0,5 punti per ogni risposta esatta e 0 punti per ogni risposta non data, 
multipla o errata. La votazione così ottenuta verrà moltiplicata per il coefficiente 0,5 che de¬ 
terminerà per ciascun candidato l’attribuzione di un punteggio incrementale massimo di 15 
punti, utile per la formazione della graduatoria finale di merito. 

Non è previsto un punteggio minimo per il superamento della prova. 

1.2.2 Programma d’esame di matematica 

La prova orale di matematica ha una durata massima di 30 minuti e verte su 3 delle 11 tesi 
proposte, una per ciascun argomento (algebra, geometria e trigonometria) estratte a sorte dal 
programma di cui alle successive tabelle e si intende superata se il concorrente avrà riportato 
una votazione di almeno 18/30. 


ALGEBRA 

TESI I 

Gli insiemi numerici (naturali, interi, relativi, razionali, irrazionali e reali): proprietà e 
rappresentazione sulla retta. Proprietà fondamentali delle potenze e applicazione. Espres¬ 
sioni numeriche e algebriche: espressioni tra monomi e polinomi anche con i prodotti 
notevoli (quadrato del binomio, prodotto di una somma per una differenza e cubo del bi- 
nomio). Radicali aritmetici e algebrici: condizioni di esistenza, proprietà fondamentali e 
operazioni, principali metodi di razionalizzazioni del denominatore di una frazione. Scom¬ 
posizione di un polinomio in fattori (raccoglimento a fattor comune totale e parziale, i 
metodi derivati dai prodotti notevoli, trinomi caratteristici di secondo grado, regola di 
Ruffìni). Le frazioni algebriche e le operazioni fra esse. 

TESI 2 

Equazioni di primo grado e secondo grado a una incognita (sia intere che frazionarie) ed 
equazioni riducibili a esse. Semplici equazioni irrazionali. Discussioni delle radici, re¬ 
gola di Cartesio, relazioni fra radici e coefficienti di una equazione di secondo grado in 
una incognita anche attraverso lo studio di equazioni parametriche. Sistemi di equazio¬ 
ni di primo e secondo grado con due o più incognite. 

TESI 3 

Disequazioni di primo grado e di secondo grado e disequazioni riducibili a esse. Siste¬ 
mi di disequazioni a una incognita, Disequazioni frazionarie. Disequazioni irrazionali. 
Risoluzione anche mediante la geometria analitica. 

TESI 4 

Funzioni esponenziale e logaritmica e loro grafici, logaritmi e loro proprietà. Equazio¬ 
ni logaritmiche ed esponenziali risolvibili mediante le proprietà e mediante l’utilizzo 
di una variabile ausiliaria. Semplici disequazioni elementari, sia logaritmiche che espo¬ 
nenziali. 


TESI I 


GEOMETRIA 


Coordinate cartesiane nel piano. Distanza tra due punti e punto medio di un segmento 
(esercizi e dimostrazioni). Il concetto di relazione e funzione; dominio e codominio; fun¬ 
zione lineare e funzione quadratica. Retta: equazione della retta, forma implicita ed espli¬ 
cita, coefficiente angolare e intercetta all’origine; equazioni di rette particolari. Condi¬ 
zione di ortogonalità e parallelismo fra rette anche con gli assi cartesiani. Retta passan¬ 
te per due punti e retta passante per un punto con coefficiente angolare noto. Distanza di 
un punto da una retta. Punto di intersezione fra due rette. Fasci propri e impropri. Pro¬ 
blemi vari. 
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GEOMETRIA 


TESI I 

Parabola con asse di simmetria parallelo all’asse x: equazione, asse di simmetria, 
coordinate del vertice e del fuoco. Posizione reciproca tra retta e parabola. Retta tangen¬ 
te in un punto della parabola o condotta da un punto esterno. Principali metodi per de¬ 
terminare l’equazione di una parabola (parabola per tre punti, parabola noto il vertice e 
un punto, parabola noto il vertice e il fuoco). 

TESI 2 

Uguaglianza e congruenza fra figure piane (dimostrazione dei tre criteri di 
congruenza dei triangoli). Punti notevoli del triangolo. La circonferenza e il cerchio. Equi¬ 
valenze fra figure piane. Teorema di Pitagora ed Euclide: dimostrazioni e 
applicazioni mediante problemi risolvibili per via aritmetica o algebrica attraverso equa¬ 
zioni di I o II grado a una o più incognite. Facili problemi su lunghezza di archi di una 
circonferenza. Aree di poligoni (triangoli, parallelogrammi, poligoni regolari, cerchio e 
sue parti) risolvibili sia per via aritmetica che per via algebrica attraverso equazioni di I 
o II grado a una o più incognite. 

TESI 3 

Teorema di Talete: dimostrazione, applicazioni e conseguenze. Similitudini nel 
piano: definizioni principali, dimostrazioni dei tre criteri di similitudine per i triangoli, 
relazioni tra lati, perimetri e aree dei poligoni simili. Applicazione delle similitudini a 
problemi di geometria piana di 1° grado e di 2° grado a una o più incognite. 

TESI 4 

Rette e piani nello spazio: ortogonalità e parallelismo tra piani e tra rette. Diedri e trie¬ 
dri. Angoloidi. Calcolo di aree e volumi di figure solide elementari (prisma, cubo, paral¬ 
lelepipedo, cilindro, piramide e cono, tronco di piramide e di cono, sfera e sue parti), pro¬ 
blemi risolvibili sia per via aritmetica che per via algebrica attraverso equazioni di I o II 
grado a una o più incognite. 


TRIGONOMETRIA 


TESI I 

Misura degli archi e degli angoli; definizione di radiante. Circonferenza goniometrica; 
definizione delle funzioni goniometriche (seno, coseno e tangente), loro variazione e rap¬ 
presentazione grafica; funzioni goniometriche reciproche e inverse; Prima relazione fon¬ 
damentale della goniometria e dimostrazione. Angoli associati: relazione tra le funzioni 
goniometriche di archi supplementari, complementari, esplementari, opposti e di archi 
che differiscono di 90 gradi, 180 gradi e 270 gradi; relazione tra le funzioni goniometri¬ 
che di uno stesso arco; valori delle funzioni goniometriche di archi particolari (18, 30, 
45, 60, 90, 180, 270 gradi) e loro dimostrazioni. Espressioni con il calcolo delle funzio¬ 
ni goniometriche di angoli noti e riduzione al I quadrante. Calcolo delle funzioni gonio¬ 
metriche di un angolo nota una di esse. 

TESI 2 

Formule di addizione, di sottrazione, di duplicazione, di bisezione delle funzioni seno, 
coseno e tangente; verifica di identità trigonometriche e risoluzione di equazioni gonio¬ 
metriche (equazioni elementari o ad essere riconducibili; equazioni lineari e di secondo 
grado in seno e coseno, omogenee e non) risoluzione di semplici sistemi di equazioni go¬ 
niometriche; risoluzione di disequazioni goniometriche elementari. 

TESI 3 

Teoremi sul triangolo rettangolo (dimostrazioni e applicazioni relative). Teoremi relati¬ 
vi a triangoli qualsiasi: teorema dei seni, di Camot, della corda e calcolo dell’area con 
relative dimostrazioni e applicazioni per la risoluzione di triangoli qualsiasi. Applicazio¬ 
ni elementari della trigonometria: 

- alla geometria elementare (area, altezze, mediane e bisettrici di un triangolo); 

- alla topografia (misura dell’altezza di una torre e di una montagna, misura di distanze). 


1.2.3 Prova orale di lingua straniera 

La prova orale di lingua straniera, scelta tra il francese, lo spagnolo e il tedesco, il cinese, il 
russo, l’arabo, il persiano-farsi e il serbo-croato, è facoltativa e viene sostenuta dai soli con¬ 
correnti che ne hanno fatto richiesta nella domanda di partecipazione al concorso. 
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La prova, della durata massima di 15 minuti, si svolgerà con le seguenti modalità: 

- breve colloquio di carattere generale, anche finalizzato alla presentazione del candidato; 

- lettura di un brano di senso compiuto, sintesi e valutazione personale; 

- conversazione guidata, che abbia come spunto il brano, finalizzata alla valutazione relati¬ 
va al corretto uso di espressioni di uso quotidiano e formule comuni. 


Al termine della prova sarà assegnata una votazione in trentesimi, alla quale corrisponderà F at¬ 
tribuzione dei seguenti punteggi che saranno utili per la formazione delle graduatorie finali: 


votazione da 0/30 
votazione da 14/30 
votazione da 17/30 
votazione da 18/30 
votazione da 19,5/30 
votazione da 21/30 
votazione da 22,5/30 
votazione da 24/30 
votazione da 25,5/30 
votazione da 27/30 
votazione da 28,5/30 


a 13,999/30: 
a 16,999: 
a 17,999: 
a 19,499/30 
a 20,999/30 
a 22,499/30 
a 23,999/30 
a 25,499/30 
a 26,999/30 
a 28,499/30 
a 30/30: 


punti -2; 
punti — 1; 
punti 0; 
punti 1; 
punti 2; 
punti 3; 
punti 4; 
punti 5; 
punti 6; 
punti 7 ; 
punti 8. 


I concorrenti che non intendono più sostenere detta prova facoltativa devono rilasciare dichia¬ 
razione scritta di rinuncia; il mancato espletamento di tale prova di lingua straniera non de¬ 
terminerà l’esclusione dal concorso. 


1.3 Aeronautica Militare 


Alla prova orale di matematica accedono i concorrenti che hanno sostenuto la prova di infor¬ 
matica e successivamente la prova per l’accertamento della lingua inglese riportando il giu¬ 
dizio di idoneità. Il periodo di svolgimento delle prove in argomento è quello tra giugno e set¬ 
tembre, durante i 14 giorni di permanenza presso l’Accademia di Pozzuoli (NA). 


1.3.1 Prova facoltativa di informatica 

I concorrenti che ne abbiano fatto richiesta nella domanda di partecipazione al concorso so¬ 
stengono la prova facoltativa di informatica. La prova consisterà nella somministrazione col¬ 
lettiva di questionari a risposta multipla, finalizzati ad accertare il livello di cultura generale 
nel settore informatico, con particolare riferimento alle caratteristiche hardware e software 
dei calcolatori attualmente utilizzati. 

La prova ha una durata di 30 minuti e viene svolta secondo le modalità di dettaglio rese note 
dalla commissione prima del suo inizio, mediante la somministrazione di un questionario a 
risposta multipla composto da 75 quesiti. Il punteggio della prova sarà calcolato attribuendo 
1 punto per ogni risposta esatta e -0,25 punti per ogni risposta errata o multipla. Alla manca¬ 
ta risposta non corrisponderà alcun punteggio. Il risultato totale così ottenuto attribuirà un 
punteggio incrementale come di seguito specificato: 

- fino a 17,75: punti 0; 

- da 18 a 19,75: punti 0,10; 

- da 20 a 21,75: punti 0,20; 

- da 22 a 23,75: punti 0,30; 
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da 24 a 25,75: 

punti 0,40; 

da 26 a 27,75: 

punti 0,50; 

da 28 a 29,75: 

punti 0,60; 

da 30 a 31,75: 

punti 0,70; 

da 32 a 33,75: 

punti 0,80; 

da 34 a 35: 

punti 0,90; 

oltre 35: 

punti 1. 


I concorrenti che non intendono più sostenere la prova devono rilasciare apposita dichiarazio¬ 
ne scritta di rinuncia senza che la stessa infici la procedura concorsuale. 

1.3.2 Accertamento della conoscenza della lingua inglese 

All’accertamento della conoscenza della lingua inglese saranno sottoposti i candidati risulta¬ 
ti idonei al tirocinio psicoattitudinale e comportamentale, a cura della competente commis¬ 
sione, mediante la somministrazione di un questionario a risposta multipla composto da 40 
quesiti. La prova avrà una durata di 20 minuti. 11 punteggio della prova sarà calcolato attri¬ 
buendo 1 punto per ogni risposta esatta e -0,15 punti per ogni risposta errata o multipla. Alla 
mancata risposta non corrisponderà alcun punteggio. La prova si intenderà superata se i con¬ 
correnti avranno riportato una votazione non inferiore a 18/30. 

1.3.3 Programma d’esame di matematica 

II programma d’esame di matematica è suddiviso in gruppi di tesi distinte a seconda del ruolo 
di interesse. Ogni tesi comprende argomenti di algebra, di geometria e di trigonometria. La pro¬ 
va, della durata massima di 20 minuti, verte su 3 quesiti, predeterminati dalla commissione 
esaminatrice, tra quelli facenti parte di una delle 12 tesi estratte a sorte dal concorrente. La pro¬ 
va si intende superata se il concorrente riporta una votazione non inferiore a 21/30. 


Ruoli normali del Corpo di Commissariato Aeronautico e del Corpo Sanitario Aeronautico 


ARGOMENTI 

1 

Calcolo delle funzioni goniometriche degli archi di 18, 30, 45, 60 gradi. 

2 

Circonferenza, cerchio e relative proprietà. 

3 

Circonferenza: definizione ed equazione canonica. 

4 

Condizione di parallelismo e perpendicolarità tra rette. 

5 

Costruzione del quarto e del medio proporzionale. 

6 

Definizione di potenza con esponente razionale. 

7 

Disequazioni algebriche intere e fratte. 

8 

Distanza di due punti; distanza di un punto da una retta. 

9 

Elementi di calcolo combinatorio: combinazioni, disposizioni, permutazioni. 

10 

Ellisse: definizione ed equazione canonica. 

11 

Equazioni biquadratiche, trinomie, reciproche. 

12 

Equazione della retta, coefficiente angolare, fasci di rette. 

13 

Equazioni e disequazioni algebriche intere e fratte. 

14 

Equazioni e disequazioni irrazionali. 

15 

Formule di duplicazione e bisezione degli archi. 

16 

Formule di Prostaferesi. 
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ARGOMENTI 

17 

Formule di sottrazione, addizione, duplicazione degli archi. 

18 

Frequenza relativa e assoluta di un dato statistico. Rappresentazione grafica di una indagine 
statistica: ideogrammi, istogrammi, ortogrammi. 

19 

Funzioni trigonometriche di angoli complementari, supplementari, esplementari. 

20 

Grandezze proporzionali; teorema di Talete e sue conseguenze. 

21 

Identità ed equazioni goniometriche. 

22 

Iperbole: definizione ed equazione canonica. 

23 

Logaritmi: definizioni, proprietà; equazioni e disequazioni logaritmiche. 

24 

Lunghezza della circonferenza e area del cerchio. 

25 

Luoghi geometrici; punti notevoli del triangolo. 

26 

Parabola: definizione ed equazione canonica. 

27 

Probabilità di un evento. Eventi aleatori. Frequenza di un evento. 

28 

Progressioni aritmetiche: definizioni e proprietà. 

29 

Progressioni geometriche: definizioni e proprietà. 

30 

Rette parallele intersecate da una trasversale. 

31 

Risoluzione dei triangoli rettangoli. 

32 

Risoluzione di un triangolo qualunque. 

33 

Similitudini tra figure piane e applicazioni (teoremi di Euclide, corde e secanti a una circonferenza). 

34 

Sistemi algebrici di secondo grado. 

35 

Sistemi di equazioni di grado superiore al primo. 

36 

Somma degli angoli di un triangolo e di un poligono. 

37 

Teorema dei seni e delle proiezioni. 

38 

Teorema del coseno (Carnot) e delle tangenti. 

39 

Teoremi di Euclide e di Pitagora. 

40 

Trapezi e parallelogrammi. 

41 

Triangoli simili: criteri di similitudine e applicazioni. 


ARGOMENTI 


TESI I 

ì 

12 

20 

21 

23 

25 

26 

29 


TESI 2 

2 

4 

10 

13 

17 

28 

35 

38 


TESI 3 

5 

6 

8 

14 

16 

22 

32 

41 


TESI 4 

9 

12 

15 

23 

26 

35 

37 

39 


TESI 5 

8 

10 

11 

20 

21 

27 

31 

40 


TESI 6 

3 

7 

12 

17 

25 

32 

33 

35 


TESI 7 

4 

6 

7 

14 

16 

21 

22 

24 

40 

TESI 8 

3 

11 

12 

14 

15 

33 

36 

37 


TESI 9 

8 

10 

18 

21 

23 

29 

32 

34 


TESI IO 

3 

4 

5 

6 

14 

17 

21 

28 

39 

TESI II 

9 

12 

13 

19 

22 

23 

30 

38 


TESI 12 

4 

14 

20 

21 

26 

29 

36 

37 
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Ruoli naviganti normale dell’Arma Aeronautica, specialità pilota, delle Armi dell’Arma 
Aeronautica e del Corpo del Genio Aeronautico 


ARGOMENTI 

1 

Angoloidi e relative proprietà. 

2 

Calcolo delle funzioni goniometriche degli archi di 18, 30, 45, 60 gradi. 

3 

Circonferenza: definizione ed equazione canonica. 

4 

Condizione di parallelismo e perpendicolarità tra rette. 

5 

Diedri, piani perpendicolari. 

6 

Diedri, piani perpendicolari, rette sghembe. 

7 

Disequazioni algebriche intere e fratte. 

8 

Distanza di due punti; distanza di un punto da una retta. 

9 

Ellisse: definizione ed equazione canonica. 

10 

Equazioni biquadratiche, trinomie, reciproche. 

11 

Equazione della retta, coefficiente angolare, fasci di rette. 

12 

Equazioni e disequazioni irrazionali. 

13 

Equazioni e sistemi di equazioni goniometriche. 

14 

Equazione segmentaria della retta. 

15 

Equivalenza tra solidi: principio di Cavalieri. 

16 

Figure rotonde: cilindro, cono, sfera. 

17 

Formule di Briggs. 

18 

Formule di duplicazione e bisezione degli archi. 

19 

Formule di Prostaferesi. 

20 

Formule di sottrazione, addizione, duplicazione degli archi. 

21 

Funzioni trigonometriche e di angoli complementari, supplementari, esplementari. 

22 

Grandezze proporzionali; teorema di Talete e sue conseguenze. 

23 

Identità, equazioni e disequazioni goniometriche. 

24 

Iperbole: definizione ed equazione canonica. 

25 

Logaritmi: definizioni, proprietà; equazioni e disequazioni logaritmiche. 

26 

Lunghezza della circonferenza e area del cerchio. 

27 

Luoghi geometrici; punti notevoli del triangolo. 

28 

Parabola: definizione ed equazione canonica. 

29 

Poliedri, prismi, piramidi, poliedri regolari. 

30 

Potenza con esponente reale; equazioni e disequazioni esponenziali. 

31 

Progressioni aritmetiche: definizioni e proprietà. 

32 

Progressioni geometriche: definizioni e proprietà. 

33 

Proiezione di una retta sopra un piano non perpendicolare a essa; angolo di una retta con un piano. 

34 

Rette e piano perpendicolari; rette e piano paralleli. 

35 

Rette parallele; rette e piano paralleli; piani paralleli. 
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ARGOMENTI 

36 

Rette parallele intersecate da una trasversale. 

37 

Risoluzione di un triangolo qualunque. 

38 

Sezione aurea di un segmento; lato di un decagono regolare. 

39 

Similitudini tra figure piane e applicazioni (teoremi di Euclide, corde e secanti a una circonferenza). 

40 

Sistemi algebrici di secondo grado. 

41 

Sistemi di equazioni di grado superiore al primo. 

42 

Somma degli angoli di un triangolo e di un poligono. 

43 

Teorema del coseno (Carnot) e delle tangenti. 

44 

Teoremi di Euclide e di Pitagora. 

45 

Teorema dei seni e delle proiezioni. 

46 

Trapezi e parallelogrammi. 


ARGOMENTI 


TESI I 

2 

11 

16 

22 

23 

25 

27 

28 

32 

TESI 2 

7 

8 

9 

15 

20 

31 

33 

41 

43 

TESI 3 

12 

14 

19 

24 

27 

29 

30 

35 

37 

TESI 4 

11 

18 

25 

26 

28 

34 

41 

44 

45 

TESI 5 

5 

8 

9 

10 

17 

22 

23 

30 

38 

TESI 6 

3 

6 

7 

11 

20 

27 

33 

37 

41 

TESI 7 

4 

7 

19 

23 

24 

26 

29 

30 

46 

TESI 8 

3 

6 

10 

11 

12 

18 

34 

39 

45 

TESI 9 

8 

9 

21 

25 

26 

29 

32 

37 

40 

TESI IO 

1 

3 

4 

20 

23 

30 

31 

33 

44 

TESI II 

7 

11 

13 

24 

25 

26 

34 

36 

43 

TESI 12 

4 

12 

16 

17 

22 

23 

28 

32 

42 


1.3.4 Prova orale facoltativa di ulteriore lingua straniera 

I concorrenti idonei nella prova orale di matematica sosterranno la prova orale facoltativa di 
ulteriore lingua straniera. Al termine della prova sarà assegnata, per ciascuna lingua prescel¬ 
ta, una votazione in trentesimi, alla quale corrisponderà l’attribuzione dei seguenti punti: 

- votazione da 0/30 a 20,999/30: punti 0; 

- votazione da 21/30 a 23,999/30: punti 0,90; 

- votazione da 24/30 a 26,999/30: punti 1,80; 

- votazione da 27/30 a 30/30: punti 2,70. 

La prova facoltativa potrà essere sostenuta in una lingua, indicata dal concorrente nella doman¬ 
da di partecipazione al concorso, scelta fra l’arabo, il francese, il russo, lo spagnolo e il tedesco. 


1.4 Marina Militare 


Accedono alla prova orale di matematica coloro che sono giudicati idonei agli accertamenti 
attitudinali e quelli con riserva di accertamento degli stessi. Essa viene svolta durante i mesi 
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di luglio/agosto durante gli 8 giorni di permanenza presso l’Accademia di Livorno. Vengono 
giudicati idonei i concorrenti che riportano un punteggio non inferiore a 18/30, utile ai fini 
della formazione delle graduatorie di merito. 

1.4.1 Programma d’esame di matematica 

La prova orale di matematica, della durata minima di 15 minuti, verterà su almeno due que¬ 
siti, predeterminati dalla Commissione esaminatrice, ciascuno dei quali facenti parte rispet¬ 
tivamente di una delle 42 tesi di algebra e una delle 42 tesi di trigonometria/geometria prece¬ 
dentemente estratte a sorte dal concorrente. 


ARGOMENTI 


ALGEBRA 

TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA 

A 

Numeri interi e loro proprietà 

A 

Coordinate cartesiane ortogonali nel piano; 
posizione reciproca di due rette 

B 

Potenze di un numero reale 

B 

Ellisse, iperbole, parabola come luoghi geome¬ 
trici: equazioni canoniche e loro trasformazio¬ 
ne tramite traslazione degli assi cartesiani 

C 

Identità, equazioni e principi di equivalenza 

C 

Equazioni di circonferenze e fasci di cir¬ 
conferenze 

D 

Divisibilità e decomposizione di polinomi 

D 

Proprietà del polinomio di 2° grado, interpreta¬ 
bili geometricamente nel piano cartesiano 

E 

Radicali e loro trasformazione 

E 

Risoluzione di sistemi di equazioni e dise¬ 
quazioni, dipendenti da un parametro, trami¬ 
te interpretazione geometrica 

F 

La funzione logaritmo 

F 

Equazioni di luoghi geometrici nel piano car¬ 
tesiano 

G 

La funzione esponenziale 

G 

Misura degli angoli e degli archi circolari. 
Funzioni trigonometriche, relazioni fonda- 
mentali 

H 

Equazioni razionali e irrazionali 

H 

Formule trigonometriche di addizione e mol¬ 
tiplicazione e loro conseguenze 

I 

Valore assoluto e disequazioni razionali 

I 

Equazioni e disequazioni trigonometriche 

L 

Potenze e disequazioni irrazionali 

L 

Risoluzione di triangoli 

M 

Equazioni logaritmiche e disequazioni pa¬ 
rametriche 

M 

Luoghi geometrici nel piano 

N 

Equazioni esponenziali e disequazioni pa¬ 
rametriche 

N 

Congruenza di poligoni 

O 

Sistemi di equazioni e di disequazioni 

O 

Parallelogrammi e trapezi 


P 

Circonferenza e sue proprietà 

Q 

Poligoni inscritti e circoscritti ad una cir¬ 
conferenza: poligoni regolari 

R 

Equivalenza e similitudine tra figure piane 
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TESI 


ALGEBRA 

TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA 

1=(A.H) 

2=(A.I) 

3=(A.L) 

l=(A.O) 

2=(A.P) 

3=(B.M) 

4=(A.M) 

5=(A.N) 

6=(A.O) 

4=(B.N) 

5=(B.P) 

6=(B.Q) 

7=(B.H) 

8=(B.I) 

9=(B.L) 

7=(B.R) 

8=(C.M) 

9=(C.N) 

10=(B.M) 

11=(B.N) 

12=(B.O) 

10=(C.O) 

11=(C.Q) 

12=(C.R) 

13=(C.H) 

14=(C.I) 

15=(C.L) 

13=(D.M) 

14=(D.N) 

15=(D.Q) 

16=(C.M) 

17=(C.N) 

18=(C.O) 

16=(E.O) 

17=(E.P) 

18=(E.Q) 

19=(D.H) 

20=(D.I) 

21=(D.L) 

19=(E.N) 

20=(E.R) 

21=(F.M) 

22=(D.M) 

23=(D.N) 

24=(D.O) 

22=(F.R) 

23=(F.O) 

24=(F.P) 

25=(E.H) 

26=(E.I) 

27=(E.L) 

25=(F.Q) 

26=(G.M) 

27=(G.N) 

28=(E.M) 

29=(E.N) 

30=(E.O) 

28=(G.O) 

29=(G.P) 

30=(G.Q) 

31=(F.H) 

32=(F.I) 

33=(F.L) 

31=(H.M) 

32=(H.R) 

33=(H.O) 

34=(F.M) 

35=(F.N) 

36=(F.O) 

34=(H.P) 

35=(I.M) 

36=(I.N) 

37=(G.H) 

38=(G.I) 

39=(G.L) 

37=(I.P) 

38=(I.Q) 

39=(I.R) 

40=(G.M) 

41=(G.N) 

42=(G.O) 

40=(L.M) 

41=(L.R) 

42=(L.P) 


1.4.2 Prova orale facoltativa di lingua straniera 

La prova orale facoltativa di lingua straniera ha una durata massima di 15 minuti e si svol¬ 
gerà con le modalità già indicate per la prova orale di lingua straniera dell’Esercito. 

Ai concorrenti sarà assegnato un punteggio, in relazione al voto conseguito per ciascuna pro¬ 
va sulle lingue prescelte. Il punteggio concorrerà alla formazione delle graduatorie finali del 
concorso e viene così determinato: 


- fino a 20/30: punti 0; 

- 21/30 

punti 0,05 

- 22/30 

punti 0,10 

- 23/30 

punti 0,15 

- 24/30 

punti 0,20 

- 25/30 

punti 0,25 

- 26/30 

punti 0,30 

- 27/30 

punti 0,35 

- 28/30 

punti 0,40 

- 29/30 

punti 0,45 

- 30/30 

punti 0,50. 


Il candidato può scegliere, in sede di compilazione della domanda, di sostenere la prova fa¬ 
coltativa per l’accertamento della conoscenza di non più di due lingue straniere di cui una 
scelta fra il francese, il tedesco e lo spagnolo e una scelta tra le precedenti e l’arabo, il cine¬ 
se, il croato, l’hindi, il persiano, il russo e il serbo. 

Poiché trattasi di prova facoltativa, i concorrenti possono decidere di non sostenerla più pur¬ 
ché rilascino dichiarazione scritta di rinuncia; il mancato espletamento di tale prova di lingua 
straniera non determinerà l’esclusione dal concorso. 
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Sezione II 

Matematica 


Capitolo 1 

Insiemi, relazioni e funzioni 


1.1 Insiemi 


L’insieme è un ente primitivo, ovvero un concetto che si intuisce, pertanto non viene data una 
definizione. 

In matematica, è fondamentale il concetto di insieme perché rappresenta la base dalla quale 
si sono sviluppate tutte le nostre conoscenze. 

Il concetto di insieme è presente in ciascuno di noi come aggregato di più oggetti distingui¬ 
bili l’uno dall’altro. Tuttavia, per i nostri studi, più che l’insieme dal punto di vista concettua¬ 
le, interessa sapere se un elemento appartiene o meno all’insieme. 

Esempi di insiemi sono: 

- Insieme delle consonanti. 

- Insieme dei calciatori che giocano nella squadra di calcio della Roma. 

- Insieme dei numeri divisibili per 5. 

- Insieme degli abitanti di Napoli. 

- Insieme delle lettere e dei numeri. 

- Insieme delle Alpi e degli Oceani. 

Come si può vedere dagli esempi fatti, non è necessario che gli elementi di un insieme siano 
omogenei tra loro, quello che conta è stabilire se appartengano o meno all’insieme in esame. 
Ai fini dello studio della matematica, gli insiemi che interessano, chiaramente, sono quelli co¬ 
stituiti da numeri che pertanto chiameremo insiemi numerici. 

Per indicare gli insiemi si adoperano le lettere maiuscole, mentre per indicare gli elementi 
quelle minuscole. 

Per indicare che un elemento x appartiene ad un insieme A si scrive: 

x e A 

Per indicare invece che un elemento x non appartiene a B si scrive: 

x è B 
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1.2 Rappresentazioni degli insiemi 


La rappresentazione di un insieme può essere di tre tipi diversi. 

a) Rappresentazione tabulare 

Tale rappresentazione sussiste nello scrivere tutti gli elementi delFinsieme racchiusi tra 
parentesi graffe. 

> A = {1,2, 3, 4} 

b) Rappresentazione grafica 

Tale rappresentazione consiste nel tracciare una linea chiusa sul piano e indicare in essa gli ele¬ 
menti delFinsieme per mezzo di punti interni al fianco dei quali c’è il nome delFelemento. 

^ Con riferimento all’esempio della rappresentazione tabulare: 



c) Rappresentazione caratteristica 

Tale rappresentazione consiste nell’indicare una proprietà che caratterizza tutti gli elementi 
dell’insieme in modo che tali elementi godano tutti della medesima proprietà caratteristica. 
^ Con riferimento all’esempio della rappresentazione tabulare: 

A = [x \ x è un numero intero compreso tra 0 e 5} 
e si legge “A è l’insieme degli x tali che x è un intero compreso tra zero e cinque”. 

Esempi di rappresentazioni caratteristiche e tabulari: 

B = {x\x e N e x < 5} = {0, 1,2, 3,4, 5} 

C = {jc | jc è una vocale della parola “abito”} = {a, i, o} 


1.3 Insiemi uguali - insiemi disgiunti 


Due insiemi A e B si dicono uguali (o identici) quando sono formati dagli “stessi elementi”, 
e si scrive: 

A = B 

Dunque due insiemi sono uguali se ogni elemento dell’uno è anche elemento dell’altro (in¬ 
dipendentemente dall’ordine) e viceversa. 

{a, s, r) = {r, a, s] 

Due insiemi A e B che non siano uguali si dicono disuguali e si scrive: 

A*B 

In questo caso vi è almeno un elemento di un insieme che non appartiene all’altro. 
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Si dà inoltre la seguente definizione: 

Due insiemi A e B si dicono disgiunti quando non hanno elementi in comune. 

^ Gli insiemi A = {2, 3,7} e B = { a, b} sono disgiunti, mentre gli insiemi C = {1, 2, 3} e 
D = { 2, 3, 4} non lo sono. 


1.4 Operazioni con gli insiemi 


1.4.1 SOTTOINSIEMI DI UN INSIEME 

Dati due insiemi A e B , se ogni elemento di B e anche elemento di A, si dice che B è un sottoin¬ 
sieme di A. 

Si dice anche che “B è contenuto o incluso in A” e, per indicare ciò, si scrive: 

BEA 

Questa situazione si può anche esprimere dicendo che “A contiene B”, scrivendo: 

Aafi 

I simboli E e 3 si chiamano simboli di inclusione. 

La rappresentazione grafica di B E A è data dalla seguente figura: 



Se risulta A E B e A *■ B, si dice che A è strettamente incluso in li. e si scrive: 

AczB 


Il simbolo cz è detto di inclusione stretta. 

Come secondo esempio, supponiamo che A sia l'insieme degli alunni di una data classe. 

La proprietà di “avere il cognome che comincia per M” determina un certo insieme li che ri¬ 
sulta essere un sottoinsieme di A. 

Se avvenisse che tutti gli allievi di quella classe avessero il cognome che comincia con la let¬ 
tera M, allora l’insieme li non sarebbe altro che l’insieme A stesso. 

Ebbene anche in questo caso, si continua a dire che B, ossia A, è un sottoinsieme di A; in al¬ 
tre parole: fra i sottoinsiemi di A si considera A stesso. 

Però, può anche accadere che nessun alunno di quella classe abbia il cognome che cominci 
con la lettera M. In tal caso, l’insieme li è un insieme privo di elementi. Ebbene, in questo 
caso, l’insieme B è detto insieme vuoto e si definisce insieme che non contiene alcun elemen¬ 
to. Esso si indica con il simbolo 0, oppure con il simbolo { }. 

Si conviene di considerare l’insieme vuoto come sottoinsieme di ogni insieme. 

Si chiama insieme singolo, o insieme unitario, un insieme fonnato da un solo elemento, e si indi¬ 
ca, per esempio, con {a}; tale insieme non va confuso con Punico elemento a, che gli appartiene. 
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Si chiama coppia l’insieme [a, b} formato da due elementi distinti. 


NOTA. Si badi a non confondere i simboli G e d. Il primo esprime un legame “tra un elemento e 
un insieme”, il secondo esprime un legame “tra due insiemi”. 


1.4.2 Intersezione di insiemi 

Si chiama “intersezione” di due insiemi A e B l’insieme formato dagli elementi che stanno 
“simultaneamente” tanto in A quanto inB. 

Tale insieme si denota con la scrittura: 

AnB 


che si legge “A intersezione B”. 

In simboli, si ha: 

A n B = {x \ x & A eX x £ B) 

In modo del tutto analogo si definisce l’intersezione di tre o più insiemi. 

> {1, 2, 3} n{1, 4} = {1} 

^ Siano: 

A = {x\x e Ne8<x< 10} 

B = { x\x e N e 5 < x < 10} 


Risulta: 


AnB={x \xe N e 8 < x < 10} = {8, 9, 10} 

Nel caso che i due insiemi siano disgiunti, allora la loro intersezione è evidentemente l’in¬ 
sieme vuoto: 

A nZ? = 0 

^ L’intersezione di due rette parallele distinte è l’insieme vuoto. 

Sono evidenti le seguenti proprietà: 

L') Proprietà commutativa. L’intersezione di due insiemi non dipende dall’ordine degli in¬ 
siemi; cioè: 

An B = B n A 

2 a ) Proprietà associativa. L’intersezione di tre insiemi non cambia comunque si intersecano 
gli insiemi, lasciando però inalterato il loro ordine; cioè: 

(A n B) n C = A n (B n Q 


| EdiSES 


edises 




Sezione II - Matematica Capitolo 1 - Insiemi, relazioni e funzioni 335 


NOTA. Tenendo presenti simultaneamente la proprietà commutativa e la proprietà associativa dell’in¬ 
tersezione, possiamo dire che: l’intersezione tra insiemi non cambia comunque si intersecano gli 
insiemi. 


3 a ) L’intersezione di un insieme con se stesso è l’insieme stesso, cioè: 

A n A = A 

4 a ) L’intersezione di un insieme A con l’insieme vuoto è l’insieme vuoto, cioè: 


0nA=An0=0 


5 a ) L’intersezione di un insieme A con un suo sottoinsieme B è l’insieme B, cioè: 

Anfi = B seficA 


1.4.3 Unione di insiemi 

Si chiama “unione” di due insiemi A e B l’insieme formato da tutti gli elementi che appartengo¬ 
no almeno a uno degli insiemi A e B (prendendo gli elementi comuni ad A e B una sola volta). 
Tale insieme si denota con la scrittura: 


A ufi 

che si legge “A unione B”. 

In simboli, si ha: 


Au B = {xlx e A o x e B} 

dove la particella “o” significa “l’uno o l’altro o tutti e due”. 

In modo del tutto analogo si definisce l’unione di tre o più insiemi. 
> A = {1, 2, 3, 4}; fi = {2, 3, 7}; 

Aufi = {1,2,3, 4,7}. 

L’unione tra insiemi gode delle proprietà seguenti: 

l a ) Commutativa: A u B = B u A 

2 a ) Associativa: (A u B) u C = Au (Bu C) 

3 a ) A u A = A 

4 a )Au0 = 0uA = A 

5 a ) Se risulta: A G B, allora: A u B = B 

6 a ) Proprietà distributiva 


An(BuC) = (Anfi)u(AnC) 
Au(BnC)=fAuB)n(AuCJ 

1.4.4 Differenza di due insiemi 

Si chiama differenza di un insieme £ e di un insieme A l’insieme degli elementi di E che non 
appartengono ad A. 
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Se l’insieme A è un sottoinsieme di E, ovvero: 

A££ 

(anche detta complementazione di A rispetto a E) si chiama differenza complementare fra 
l’insieme E e il suo sottoinsieme ed è rappresentata dall’insieme degli elementi che stanno in 
E ma non in A; si scrive: 


E -A oppure A 

e si legge: “E meno A ” oppure “complementare di A rispetto ad E”. 
Nella figura riportata di seguito la parte tratteggiata è E -A. 



Si ha per definizione: 

E-A = {x\x e E etx £ A} 

Inoltre: 

E-E = 0 
E-0 = E 

ovvero il complementare di E rispetto ad £ è l’insieme vuoto e il complementare dell’insie¬ 
me vuoto rispetto ad £ è l’insieme £ stesso. 


1.5 Insieme delle parti: partizione e ricoprimento 

Definiamo insieme delle parti di un insieme A, e lo indichiamo con P(A), l’insieme i cui ele¬ 
menti sono rappresentati da tutti i possibili sottoinsiemi di A. 

^ A = {a, b, c} 

P(A) ={ {0}, (aj, {b}, (c), (a, b}, (b, c}, (a, c}, (a, b, c}} 
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Come si vede l’insieme stesso e quello vuoto, essendo considerati sottoinsiemi di A, fan¬ 
no parte di P(A); in tutto il numero degli elementi è otto su un totale di tre elementi di 
A, ovvero 2 3 . 

Si può dimostrare che per un insieme A di n elementi l’insieme delle parti consta di 2 n elementi. 

Ogni sottoinsieme di A è elemento di P(A) e viceversa; un sottoinsieme di P(A) è un gruppo 
di sottoinsiemi di A (segue dalla definizione di P(A)). 

Partizione e ricoprimento di un insieme A 

Definiamo partizione di un insieme A un sottoinsieme di P(A) costituito da sottoinsiemi tut¬ 
ti disgiunti tra loro e tali che ogni elemento di A sia collocato in uno soltanto di loro e tutti gli 
elementi di A siano presenti nella partizione. 

> {{a}, {b}, {c}} oppure {{c}, {a, b}} 

Definiamo ricoprimento di un insieme A un sottoinsieme di P(A) costituito da sottoinsiemi 
di A non tutti disgiunti tra loro e tali che ogni elemento di A sia in uno almeno dei sottoinsie¬ 
mi di A considerati. 

> {{b,c}, {a, c}} 

1.6 Relazione tra insiemi 

Il concetto di relazione è un concetto primitivo la cui definizione implicherebbe il ricorso a 
sinonimi. In questa sede ci limitiamo a dire che, dati due insiemi A e B, due elementi appar¬ 
tenenti ad essi sono in relazione tra loro (a 91 b) se i due elementi sono legati da una espres¬ 
sione matematica, un predicato ecc. 

V- “Enrico GUIDA una moto giapponese” 
a = Enrico e A (insieme degli uomini) 
b = moto giapponese e B (insieme delle moto) 

91: GUIDA (il predicato) 


Una relazione può essere rappresentata anche attraverso diagrammi di Eulero-Venn come in 
fig. 1. 



A 



a, b e A 


a e A 


b£ B 


fig- 1 
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Relazioni uno-uno e molti-uno; corrispondenze univoche 

Una relazione Dì è di tipo uno-uno se ad ogni elemento a e A corrisponde uno ed un solo ele¬ 
mento b e B; la indichiamo con a Dì b oppure Di (a; b) dove (a, b) è una coppia ordinata di pri¬ 
mo elemento a e di secondo elemento b (fig. 2). 



^ Allo spettatore Mario è stato assegnato il posto F3. 

Oppure: y = x. 

Una relazione DÌ è di tipo molti-uno se a più elementi a e A corrispondono uno ed un solo 
elemento b e B (lo stesso). 

y = x 2 

Oppure: nella nostra parrocchia il parroco di Ciro e Lia è Don Giuseppe. 

Queste due relazioni costituiscono due casi di corrispondenze univoche, data l’unicità 
in B(Y) del corrispondente degli elementi di A(X) (fig. 3). 



fig■ 3 


Relazioni uno-molti e molti-molti; corrispondenze polivoche 

La relazione Dì è uno-molti quando ad ogni a e A corrispondono più b e B; una relazione Dì 
è molti-molti quando ad ogni a e A corrispondono più b e B ed a più a e A corrisponde la 
stessa b e B. 

Relazioni o corrispondenze biunivoche 

Una relazione Dì è biunivoca quando ad ogni a e A corrisponde una ed una sola b e B e vi¬ 
ceversa; ogni a e b in relazione debbono essere ben determinati e sempre gli stessi. 
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Relazioni riflessive ed antiriflessive 

Una relazione 9i tra elementi ae Aè riflessiva in A quando ogni elemento è in relazione con 
se stesso e si scrive: 

VaeA a 91 a 

^ “Quella camicia ha lo stesso costo del maglione”. 

La relazione 9i “ha lo stesso costo” è riflessiva perché è evidente che la camicia costa 
quanto se stessa. 

Una relazione è antiriflessiva quando: 

VaeA —> a Qf a intendendo con ,9\ “non è in relazione” 

V- Mario è più alto di Giulio (Mario non è più alto di se stesso). 

Relazioni simmetriche ed antisimmetriche 

Una relazione è simmetrica quando è vera comunque la si legga nei due versi, ovvero quando: 

VaeA e V b e B; a91b->b9Ia 
^ Sandro è fratello di Gianni (anche Gianni è fratello di Sandro). 

Una relazione è antisimmetrica quando verificandosi le due contemporaneamente ne consegue: 

VaeA e VbeB; a 9i b —> b 9Ì a allora a = b 

^ Nell’ultima gara, la moto n. 6 non ha preceduto al traguardo la moto n. 2 ma non si è 
verificato neanche il contrario. In questo esempio è evidente che le due moto sono arri¬ 
vate al traguardo contemporaneamente. 

Relazioni transitive 

Una relazione si dice transitiva quando verificandosi: 

a 9i b e b 91 c 


risulta anche: 


a 91 c 

^ Maria è sorella gemella di Lia e Lia è sorella gemella di Mara; è evidente che Maria è 
sorella gemella di Mara quindi la relazione “è sorella gemella di” risulta transitiva. 
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1.7 Relazioni di equivalenza e di ordine 


Una relazione 91 si dice di equivalenza quando risulta contemporaneamente: 

a) Riflessiva: a 91 a 

b) Simmetrica: se a 91 b e b 91 a 

c) Transitiva: se a 91 b e b 91 c —» a 91 c 

Un tipico esempio di questa relazione è fornito dalla uguaglianza tra insiemi, numeri ecc. La 
relazione si indica con 

Una relazione è di ordine quando risulta contemporaneamente: 

a) Riflessiva: a 91 a 

b) Antisimmetrica: se a91b e b 91 a —» a = b 

c) Transitiva: se a91b e b 91 c —» a 91 c 

La relazione è indicata con i simboli: 

> non minore 

< non maggiore 

^ L’inclusione tra insiemi A E B gode delle proprietà appena elencate, essendo A E B: 

- seAEBeB£A —> A = B 

- seAEBeBEC -> AEC 

Alcuni autori distinguono la relazione di ordine stretto quando 91 gode, in luogo della pro¬ 
prietà riflessiva, di quella antiriflessiva che nega (—i) la possibilità per un elemento di essere 
in relazione con se stesso: 

d) Antiriflessiva —i a 91 a 
In simboli: 

> maggiore 

< minore 

^ Viaggiando in treno tra Roma e Firenze, Chiusi “precede” Arezzo; è evidente che nes¬ 
suna città precede se stessa. 


1.8 Equipotenza tra insiemi; insiemi finiti e infiniti 


Due insiemi A e B sono equipotenti se è possibile individuare una relazione o corrisponden¬ 
za biunivoca tra tutti gli elementi dell’uno e dell’altro; se, invece, la corrispondenza biunivo¬ 
ca può agire tra tutti gli elementi di uno, ad esempio A, e solo una parte dell’altro (B) allora 
diremo che la potenza di A è maggiore di quella di B come in fìg. 4, dove è rappresentata la 
relazione tra due insiemi, X e Y. 
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L’equipotenza gode della proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva; appartiene quindi alla famiglia 
delle equivalenze. Può accadere che A sia sottoinsieme proprio di B, ovvero A c B; se esiste anche 
in questo caso una relazione di equipotenza tra i due insiemi diremo che B è un insieme infinito; al 
contrario se non esistono sottoinsiemi equipotenti con l’insieme dato, quest’ultimo si dirà finito. 

V- Consideriamo la relazione d = 2n + ldove: 
de D = {1, 3, 5, ... numeri dispari) 
ne N = {1, 2, 3, 4,... numeri naturali) 

Dato per assunto che N e D sono insiemi ben costruiti, la relazione 91 così definita porta 
a concludere che D e N sono insiemi equipotenti perché per ogni n e N esiste un d e D. 


1.9 Classi di equivalenza e insieme quoziente 


Ipotizziamo l’esistenza di un insieme X costituito da elementi che soddisfano la legge di for¬ 
mazione L(x) = (x = {x; L(x)}). 

Ad esempio, consideriamo gli individui residenti in una determinata città e nati in un deter¬ 
minato anno. AH’interno di questo insieme X andiamo ora a distinguere gli individui per mese 
di nascita nel modo che segue: 

a) Si estrae un individuo a caso tra quelli rispondenti alla relazione descritta; il suo mese di 
nascita individua il sottoinsieme. 

b) Tra i restanti individui di quella città e quell’anno di nascita risulteranno ora solo 11 mesi 
di nascita e una nuova estrazione porterà alla formazione di un nuovo sottoinsieme. 

c) Con la procedura descritta si andranno ad individuare un max di 12 sottoinsiemi, tutti di¬ 
sgiunti tra loro; ogni sottoinsieme realizza una classe di equivalenza perché risulta costitui¬ 
to da tutti elementi equivalenti tra loro secondo la relazione 91 = “stesso mese di nascita”. 

d) L’insieme delle classi di equivalenza di X costruite secondo la relazione di equivalenza 91 
si definisce insieme quoziente di X secondo 91 e si indica con X/91. 

Si può osservare che: 

L’insieme quoziente è un sottoinsieme dell’insieme delle parti di X, ovvero: X/ 91 £ P(x). 
L’insieme quoziente così costruito non contiene mai l’insieme vuoto e quasi mai l’insieme stes¬ 
so a meno che 91 non coincida con L(x) oppure 91 risulta verificata da tutti gli elementi di X. 
L’insieme quoziente realizza una partizione di X. 


1.10 Prodotto cartesiano di due insiemi 


Dati due insiemi A e B ed una relazione 91 che mette in corrispondenza ogni elemento di A 
con tutti gli elementi di B, uno dopo l’altro, definiamo prodotto cartesiano A x B l’insieme i 
cui elementi sono tutte le coppie ordinate (a; b) che si possono costruire con tutti gli elemen¬ 
ti a e A e b e B nell’ordine indicato. 

> Sia A = {a, b, c) e sia B = {1,2, 3,4} 

A x B = {(a; 1), (a; 2), (a; 3), (a; 4), (b; 1), (b; 2), (b; 3), (b; 4), (c; 1), (c; 2), (c; 3), (c; 4)} 

11 prodotto cartesiano non è commutativo ovvero: 

A x B * B x A 
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È fin troppo facile immaginare di associare a ciascun elemento di A x B (coppia ordinata) un 
punto del piano cartesiano mentre la relazione la si può rappresentare tramite un diagramma 
di Eulero - Venn. 

B 
4 
3 
2 

1 


0 

fig-5 

Nelle figure sono rappresentati nell’ordine entrambi gli schemi; il prodotto cartesiano di due 
insiemi, come si evince anche dalle figure, realizza una relazione “molti - molti” completa e 
ci offre la possibilità di definire una relazione (binaria) tra gli elementi di due insiemi A e B 
come sottoinsieme del prodotto cartesiano degli insiemi stessi, ovvero: E A x B. 

> Sia A = {-3, -1, 1} e sia B = {-1, 1} 

A x B = {(-3; -1), (-3; 1), (-1; -1), (-1; 1), (1; -1), (1; 1)} 

Le relazioni: 9^ = {(x; y)eAxBlb = a + 2} = {(-3; -1), (-1; 1) 

3ì 2 = {(x;y)e AxBlb = 2a-l ) = {(1; 1)) 

Sono entrambe sottoinsiemi di A x B e quindi sono relazioni tra A e B. 



1.11 Relazioni funzionali: applicazioni 


Una relazione tra due insiemi X e Y (anche uguali) si definisce funzionale o funzione di X 
verso Y se per ogni elemento x e X esiste un solo elemento y e Y associato dalla relazione 
stessa. 

Definiamo applicazione la trasformazione (operazione) che realizza l’associazione suddetta; 
in simboli: 

f: X -A Y oppure f: (x e X) —» [y = f(x) e Y J oppure y = f(x) 

L’insieme X prende il nome di insieme di definizione o insieme di esistenza dell’applica¬ 
zione o anche dominio; 1’insieme Y è definito codominio dell’applicazione. Possiamo dire 
che ogni y è funzione di x secondo l’applicazione (legge) f e definiamo: 

- i valori x variabile in X 

- i valori y = f(x) valori della funzione in x o immagine di x in Y per cui: 

f(X) immagine dell’insieme X in Y 

Al riguardo possiamo distinguere i casi riportati di seguito. 


| EdiSES 


edises 













Sezione II - Matematica Capitolo 1 - Insiemi, relazioni e funzioni 


343 


Applicazioni iniettive 

Y 0 = f(X)cY 

L’immagine Y 0 della funzione è un sottoinsieme proprio di Y che costituisce il codominio 
dell’ applicazione. 



fig- 6 


La funzione non consente di raggiungere tutti gli elementi y e Y pur partendo da ogni x e X; 
a x diverse corrispondono y diverse in Y. In sintesi: 

- l’immagine f(X) è un sottoinsieme proprio del codominio Y 

- V (Xj * x,) s X > [ f(x,) * f(x 2 )] e f(X) c Y 

> f(d e D) (p = 2d)e P 

P e D (numeri pari e dispari) sono sottoinsiemi di N (numeri naturali); l’applicazione 
dell’esempio non raggiunge tutti gli elementi di P (ad esempio “4”). 

Applicazioni suriettive 

Y 0 = f(X)=Y 

L’immagine della funzione Y 0 ed il codominio dell’applicazione sono uguali. La funzione con¬ 
sente di raggiungere tutti gli elementi y e Y partendo da ogni x e X. 



fig■ 7 


> f(de D) —> (p = d - 1) e P 

f(x e R) —> (y = x 2 ) e (0; +°°) con R insieme dei numeri reali. 

Gli esempi riportati riguardano entrambi funzioni suriettive ma con una differenza sostanziale: 

- nella prima ogni elemento p 6 P deriva, tramite l’applicazione, da un unico elemento d e D; 
non esistono due diversi elementi d e D che danno luogo ad un unico valore immagine; 

- nella seconda ogni elemento immagine compreso nell’intervallo (0; +°°) deriva da due di¬ 
versi elementi x e R. 
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La prima applicazione è anche iniettiva e in questi casi l’applicazione è definita biiettiva ov¬ 
vero è invertibile. 

Applicazioni biiettive 

Quando per un’applicazione valgono contemporaneamente: 

Y„ = f(X) = Y 

V (x, * x,) e X -» [ f( X[ ) * f(x 2 )] e f(X)cY 

L’applicazione è definita biiettiva e allora, in considerazione delle due proprietà sopra de¬ 
scritte valenti contemporaneamente, è possibile definire un’applicazione che consente di 
associare ad ogni elemento y e Y uno ed un solo elemento x e X che lo ha precedentemen¬ 
te generato. Detta funzione la definiamo funzione inversa di f(X) : X = f '( Y ) oppure f 1 : 

Y —» X. 

È opportuno osservare che agendo sul dominio e/o sul codominio è possibile trasformare la 
natura delle applicazioni. 

^ 1) f(x e R) —» (y = x 2 ) e R con R insieme dei numeri reali 

2) f(x e R) —) (y = x 2 ) e R + con R + insieme dei numeri reali positivi 

3) f(x e R + ) (y = x 2 ) e R + 

L’applicazione n. 1 non è iniettiva e neppure suriettiva; la n. 2 non risulta ancora iniet¬ 
tiva ma è diventata suriettiva; la n. 3 è biiettiva. 

^ Dati gli insiemi A = {a, b, c, d} e B = {1, 2, 3, 4} stabilire se 

5R = {(b; 2), (c; 1), (c; 4), (d; 3)} 

è un’applicazione iniettiva. 

La relazione non è un’applicazione perché l’elemento c e A ha due diverse immagini in B. 

^ Dati gli insiemi A = {1, 2, 3, 4} eB = {a, b, c, d} stabilire se 

9t = {(l;c),(2;b), (3; d), (4; a)} 

è un’applicazione iniettiva. 

La relazione è un’applicazione iniettiva perché soddisfa entrambe le condizioni di defi¬ 
nizione. 


1.12 Grafici di funzione 


Abbiamo visto che per funzione di una variabile reale si intende un sottoinsieme del prodot¬ 
to cartesiano tra gli insiemi di definizione (dominio X) e quello immagine (codominio Y); in 
simboli: 


/ : X —> Y f : x —» y 

Nei casi che ci riguardano, in cui sia X sia Y sono sottoinsiemi di R o coincidenti con R, la 
nostra funzione può essere rappresentata in un piano cartesiano mediante una linea ovvero un 
insieme di punti del piano descritto da quelle coppie ordinate (x, y) tali che: 

P = {(x; y) e R 2 ; x e X; y = f(x)} 
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In altri termini, il grafico di una funzione f è un luogo geometrico costituito dall'unione di 
quei punti del piano le cui ascisse appartengono all'insieme X di definizione di f (dominio) e 
le cui ordinate sono le corrispondenti immagini secondo f (codominio). 

1.12.1 Grafici di funzioni iniettive 

Per definizione, in una funzione iniettiva comunque si considerano due punti distinti del suo do¬ 
minio le corrispondenti immagini devono risultare diverse. Sul grafico in un piano cartesiano 
ciò è facilmente verificabile attraverso rette parallele all’asse delle ascisse; per definizione, in¬ 
fatti, non esiste alcuna retta orizzontale che incontra in più di un punto il luogo rappresentativo 
della funzione. Consideriamo due esempi di funzioni di cui solo il primo iniettivo: 

>- y = e x e y=x 2 - 5 



Come si può osservare, solo nella curva esponenziale ogni retta orizzontale interseca il grafi¬ 
co in un solo punto. La funzione del secondo esempio può essere resa iniettiva limitando il 
dominio alLintervallo [0; +°°], 
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1.12.2 Grafici di funzioni suriettive 

Poiché una funzione è suriettiva quando ogni elemento del condominio è immagine di alme¬ 
no un elemento del dominio, per le funzioni reali di variabile reale ciò comporta il coinvolgi¬ 
mento dell’intero asse delle ordinate per l’immagine (codominio). 

Se consideriamo i due esempi precedenti non abbiamo casi di suriettività in quanto il codo¬ 
minio è conbnato in (0; +°°) nel primo caso e in (-5; +°°) nel secondo. 

Due esempi di suriettività sono riportati di seguito. 

3 2 

^ y-x 3 e y = ^- + ^--2x+l 




L’immagine si estende su tutto l’asse y, ovvero interessa l’intero insieme R (codominio della 
funzione). 
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1.12.3 Grafici di funzioni invertibili (biiettive) 

Una funzione può considerarsi invertibile su tutto R quando risulta contemporaneamente iniet- 
tiva e suriettiva. Degli esempi riportati solo il terzo (y = x 3 ) risponde alla definizione data. Se li¬ 
mitiamo opportunamente i due insiemi come appresso indicato possiamo ottenere la biiettività: 


ESEMPIO 

FUNZIONE 

DOMINIO 

CODOMINIO 

1 

y = e x 

(— 00 ' +°°) 

(0; +oo) 

2 

y = x 2 -5 

[0; +°°) 

(-5; +°°) 

3 

y = x 3 

(— 00 ' +°°) 

(_oo; +oo) 

4 

x 3 x 2 . , 

y- 2 + 2 ~ 2x+l 

[+1; +°°) 

[0; +oo) 
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Gli insiemi numerici e le operazioni 
Fondamentali 


2.1 Insiemi numerici (N, Z, Q, I e R) 


A questo punto consideriamo gli “insiemi numerici” cioè gli insiemi costituiti solamente da 
numeri. 

In particolare, gli insiemi numerici che definiremo saranno caratterizzati, oltre che dall’ele¬ 
mento numero, anche dalla possibilità o meno di effettuare alcune operazioni fondamentali 
tra gli elementi stessi (numeri). 

Le operazioni fondamentali che andremo a considerare sono: 

- Somma o addizione; 

- Differenza o sottrazione; 

- Prodotto o moltiplicazione; 

- Quoziente, rapporto o divisione. 

Il primo insieme numerico che incontriamo è quello dei Numeri Naturali N. 

Esso è costituito dai numeri interi e positivi, pertanto la rappresentazione sarà: 

N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., + co} = {x\x è intero e positivo} 

Si noti, innanzitutto, che le operazioni di somma e prodotto sono sempre possibili, poiché la 
somma e il prodotto di due numeri naturali è sempre un numero naturale. Ciò, invece, non è 
possibile con le operazioni di differenza e rapporto. 

> 3 - 5 = -2 g N 

9 : 2 = 4,5 é N 

Ne consegue che per poter eseguire anche le altre operazioni è necessario ampliare l’insieme. 
Per tale motivo si introduce l’insieme dei Numeri Relativi Z, costituito da numeri interi po¬ 
sitivi e negativi, compreso lo zero. 

La rappresentazione è quindi: 

Z = {-co, ...,-3,-2,-1,0, +l,+2, +3, ...,+*=>} = 

= {x\x è 0 oppure un intero positivo o negativo} 

È evidente che nell’insieme Z, oltre alla somma e al prodotto, è possibile, sempre, anche l’o¬ 
perazione di differenza, tuttavia resta non sempre possibile l’operazione di divisione. 
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Notiamo, in particolare, che l’insieme dei numeri naturali N è incluso in Z, quindi: 

NcZ 

Per poter svolgere anche l’operazione di divisione è necessario introdurre un altro insieme 
che è quello dei Numeri Razionali Q. 

Tale insieme viene definito dai numeri che lo compongono, che sono: 

- Numeri interi (ad esempio 2) 

- Numeri frazionari (ad esempio 3/5) 

- Numeri decimali finiti (ad esempio 3,5) 

- Numeri decimali infiniti operiodici (ad esempio 8,3 = 8,3333...) 

La caratteristica di un numero razionale è che esso può essere sempre espresso sotto forma di 
frazione, ossia per mezzo di un rapporto tra numeri interi (positivi e/o negativi). 

Dalla definizione di Q risulta ancora che: 


ZcQ 


NOTA. 

L’insieme Q ha una differenza importante rispetto ad N e Z dovuta al fatto che, mentre in N e Z tra 
due numeri consecutivi non esistono altri elementi dell’insieme, in Q tra due numeri, apparentemente 
consecutivi, esistono infiniti numeri (Proprietà di densità). 

Ad esempio tra 2 e 3 in N non vi sono altri numeri, invece tra 1,3 e 1,4 in Q vi sono 1,35 - 1,302 - 
1,3015 - e così via. 


Sembrerebbe che a questo punto non vi sia necessità di alcun altro insieme numerico, tutta¬ 
via esistono dei numeri che otteniamo per mezzo di operazioni matematiche diverse che non 
ritroviamo in alcuno degli insiemi visti. 

Classici esempi sono: 

1 ) il rapporto tra la lunghezza di una circonferenza e il suo diametro (tt); 

2) la base dei logaritmi naturali (2,718281...); 

3) la diagonale di un quadrato di lato unitario (s[2 ). 

Tali numeri prendono il nome di Irrazionali e l’insieme che li rappresenta è l'insieme dei Nu¬ 
meri Irrazionali I. 

Notiamo in particolare che Q e I sono disgiunti: 

Q n I = 0 

Ciò significa che la loro unione darà un nuovo insieme più grande, che è quello dei numeri 
reali R: 


R = Q u I 

L’insieme dei numeri reali sarà l’insieme nel quale potranno essere svolte tutte le operazioni 
che ci interessano nel proseguimento. 
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Riepilogo 


Insieme 

Addizione 

Sottrazione 

Moltiplicazione 

Divisione 

Altre operazioni 

N 

Sì 

No 

Sì 

No 

No 

Z 

Sì 

Sì 

Sì 

No 

No 

Q 

Sì 

Sì 

Sì 

No 

No 

i 

— 

— 

— 

— 

Sì 

R 

Sì 

Sì 

Sì 

Sì 

Sì 



Ricordiamo che nell’insieme N, così come in ogni altro insieme (Z, Q, I, R) non si può divi¬ 
dere per zero. 

a : 0 = — = non ha significato 


2.2 Potenze 


Dall’aritmetica sappiamo che per potenza s’intende il prodotto di n fattori naturali uguali. 
Adesso dobbiamo estendere questo concetto agli insiemi numerici seguenti: 

1) insieme dei numeri relativi: Z 

2) insieme dei numeri razionali: Q 

3) insieme dei numeri reali: R 

tenendo presente che la base, da ora in poi, sarà sempre un numero reale ed estendendo l’in¬ 
sieme numerico dell’esponente. 

Di seguito, tratteremo i seguenti argomenti sulle potenze: potenza di un numero reale ad espo¬ 
nente naturale; potenza di un numero reale ad esponente relativo. 


2.3 Potenza di un numero reale ad esponente naturale 


Consideriamo un numero reale a (a e R) ed un numero naturale n (n e N), si definisce po¬ 
tenza reale ad esponente naturale il prodotto di n fattori a, cioè: 

n 

n ' A ' 

a =aaaa-. aa-aaa 


| EdiSES 


edises 




























Sezione II - Matematica Capitolo 2 - Gli insiemi numerici e le operazioni fondamentali 351 


Per definizione si pone (a * 0): 

1 ) potenza ad esponente nullo: 

2) potenza ad esponente unitario: 


a u = 1 
a 1 = a 


È di fondamentale importanza il segno assunto dalla base della potenza, poiché in funzione 
di essa cambia anche il segno della potenza. 

In particolare: 


- a > 0 => a" > 0 con base positiva si ottiene sempre una potenza positiva; 


a < 0 => t 

In pari => a" >0 


n dispari => a" < 0 


con base negativa il segno dipende dall’esponente (se pari o dispari). 


ATTENZIONE! 


Quando il segno della base è negativo si esegue sia n volte il prodotto del modulo della base che n volte il 


prodotto del segno - (meno), per questo (ricordando la regola del prodotto dei segni), se il segno meno lo 
moltiplico un numero di volte pari il risultato è positivo, mentre se lo moltiplico un numero di volte dispa¬ 
ri è negativo, e ciò spiega la dipendenza del segno della potenza dall’indice n nel caso di base negativa. 
Negli esempi seguenti viene chiarito ulteriormente quanto appena detto. 

^ Calcoliamo le seguenti potenze: 

- (-2) 4 = (-2)-(-2)-(-2)-(-2) = +16 (il prodotto dei segni negativi è pari) 

- (-3) 3 = (-3)-(-3)-(-3) = -27 (il prodotto dei segni negativi è dispari) 


Proprietà delle potenze reali ad esponente naturale 

Così come già visto per le potenze naturali di un numero naturale, anche per le potenze reali 
ad esponente naturale valgono le seguenti proprietà: 

1) Prodotto di potenze aventi la stessa base => a"' ■ a" = a m+ " 

_. m . n _ m—n 

2) Rapporto di potenze aventi la stessa base => cl .a - a 


3) Potenza di potenza 



4) Potenza di un prodotto con stesso esponente 



5) Potenza di un rapporto con stesso esponente 


( 'V 

a a 


,n 
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2.4 Potenza di un numero reale ad esponente relativo 


Abbiamo visto che i numeri relativi sono dei numeri caratterizzati dal modulo (detto anche 
valore assoluto) e dal segno, che può essere positivo oppure negativo. 

Si vuole adesso estendere il concetto di potenza di un numero reale al caso in cui l’esponen¬ 
te sia un numero relativo. 

Se a è un numero reale (a e R) ed n un numero intero relativo (n e Z), si definisce potenza 
reale ad esponente relativo: 


Per n > 0 : 


a = 


a 


n 

-*-\ 

t-a-a-....-a-a 

J_ 

a" 


- Per n = 0 =t> a 0 = 1 

- Per /? = 1 =s> a 1 = a 

ATTENZIONE! 

In questo caso Tunica differenza con la potenza reale ad esponente naturale riguarda il caso in cui ab¬ 
biamo un esponente negativo. 

In queste condizioni viene definita la potenza ad esponente negativo, come il reciproco della poten¬ 
za con lo stesso esponente però positivo. 

>- Risolvere la seguente potenza: 4' 2 = — = — . 

4 2 16 


Proprietà delle potenze reali ad esponente relativo 

Così come già visto nel paragrafo precedente, anche per le potenze reali ad esponente razio¬ 
nale abbiamo le stesse proprietà: 


1 ) Prodotto di potenze aventi la stessa base 

2) Rapporto di potenze aventi la stessa base 

3) Potenza di potenza 

4) Potenza di un prodotto con stesso esponente 


5) Potenza di un rapporto con stesso esponente 


■a -a 


= a 


m+n 


=>(a m )" =a mn 
=>(a-[3)" = a" -p 


P 




P" 


Tuttavia, occorre fare attenzione perché in quest’ultimo caso, quando abbiamo un rapporto 
con esponente negativo, risulta: 


( \ 

-n 

'p 

a 


lPy 
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infatti ricordando la definizione abbiamo: 


( \ 

a 


P 




=or" •—=—• p" =— 

P~" a" a" 


Quando una potenza ha l’esponente negativo è necessario 
proco della base che assumerà l’esponente positivo. 


3' 2 = 


( \ 


V 3 / 

( V 

1 

V 2 y 


1 

v 3 y 




v 2 y 


27 

8 


= 2 4 = 16 


= 'p_Y 

prendere in considerazione il reci- 


2.5 Estrazione di radice 


L’estrazione di radice è una operazione aritmetica definita come segue: 

Va = b dove: b" = a 

Può quindi considerarsi come l’operazione inversa dell’elevazione a potenza, ma comporta 
più di un problema di calcolo e di definizione in alcuni casi. 

Dalla definizione si evince che l’operazione è di semplice calcolo se il radicando a risulta esse¬ 
re una potenza di esponente uguale all’indice di radice n. In caso contrario, l’esecuzione della 
operazione non termina mai e il suo risultato presenta una numero di cifre decimali infinito. 

> -\[2 = 1,414213562... 

Siamo di fronte alla necessità di un ampliamento dell’insieme numerico ai cosiddetti numeri 
irrazionali già introdotti precedentemente (sono compresi nell’insieme R). 

Le potenze di esponente pari non danno, come già visto, mai luogo a valori negativi; ciò com¬ 
porta, nelle estrazioni di radici, due ordini di problemi, come di seguito illustrato: 

a) yjl6, essendo 16 = (-2) 4 o (+2) 4 , il calcolo presenta un’ambiguità superabile solo attra¬ 
verso convenzioni: 

Vl6 = + </l6 = +2 
-Vl6=-2 
± Vl6 = ±2 

b) V^4 llon esiste, essendo impossibile ottenere un numero negativo nella elevazione al qua¬ 
drato di un numero reale. Questo caso conduce alla definizione di un ulteriore tipo di in¬ 
sieme numerico, detto dei numeri immaginari (non compresi in R). 
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2.6 Divisibilità tra numeri; m.c.m. e M.C.D. 


In matematica definiamo numero primo un numero naturale n > 1 che risulta divisibile solo 
per 1 e per se stesso (la successione dei numeri primi è descritta nella sequenza A000040 
dell’OEIS). Esempi di numeri primi sono: 

2, 3,5,7, 11 ,13,17, 19,23... 

Definiamo multiplo di un numero un numero ottenuto come prodotto di se stesso con uno o 
più altri fattori. 

E possibile esprimere, ad esempio, il numero 20 mediante il prodotto 4 • 5 e quindi 20 può 
considerarsi multiplo di 4 secono il fattore 5, e viceversa. 

I numeri naturali 4 e 5 risultano sottomultipli di 20 e si dicono divisori dello stesso; in que¬ 
sti casi la divisione del numero (20) per il divisore (4 o 5) fornisce sempre un numero intero. 

2.6.1 Criteri di divisibilità 

Esistono alcune regole che consentono di accertare velocemente la divisibilità di un numero 
per un altro. 


DIVISIBILITÀ 

CARATTERISTICA 

per n = 2 

se il numero termina con cifra pari (0, 2, 4, 6, 8) 

per n = 3 

se la somma delle cifre del numero è divisibile per 3 

per n = 4 

se le ultime due cifre del numero sono un multiplo di 4 o entrambe 0 

per n = 5 

se il numero termina con 0 oppure con 5 

per n = 6 

se il numero è pari e se la somma delle cifre è un multiplo di 3 

per n = 9 

se la somma delle cifre è un multiplo di 9 

per n = 10, 100, 1000 

se il numero termina con uno, due, tre., n zeri 

per n= 11 

se la differenza tra la somma delle cifre di posto pari e quella delle cifre 
di posto dispari è 0 o un multiplo di 11 

per n = 25 

se le ultime due cifre del numero sono un multiplo di 25 o entrambe zero 


2.6.2 Scomposizione di un numero in fattori primi 

A sinistra di una linea verticale si pone il numero m da scomporre. Si cerca per tentativi il nu¬ 
mero primo n più piccolo divisore di m e lo si pone alla destra di m. dopo la linea. 11 quoto 
m l = m : n si pone sotto m. 

Si cerca poi un numero primo n v che può anche coincidere con n, che sia minore di m l e lo 
si pone dopo la linea, alla destra di m y II quoto m 2 = m , : n l si pone sotto ni , e si procede in 
questo modo fino ad ottenere quoto 1. 
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Per 

m = 60, si ha n = 

2 e m x = 60 : 2 = 

30 

per m, = 30, n l = 2 e m 2 = 30 

2= 15 

m 

60 

2 

n 


m 60 

2 

n 

m ì 

30 




m l 30 

2 

», 






m 2 15 



per 

m, = 15, n 2 = 3 e 

m 2 = 15 : 3 = 5 

per m 3 

= 5, n 3 = 5 e m 4 = 1 



m 

60 

2 

n 


m 60 

2 

n 

m { 

30 

2 

«i 


m 1 30 

2 

», 

m 2 

15 

3 

«2 


m 2 15 

3 

n 2 


5 




m 3 5 

m 4 1 

5 

« 3 


La scomposizione del numero n = 60 risulta quindi: 60 = 2 • 2 • 3 • 5 = 2 2 • 3 • 5. 

2.6.3 Massimo comune divisore (M.C.D.) e minimo comune multiplo (m.c.m.) 
Massimo comune divisore 

Il massimo comune divisore (M.C.D.) tra due o più numeri naturali è il più grande tra i divi¬ 
sori comuni a tali numeri. 

Per calcolare il M.C.D. tra due o più numeri si scompongono i numeri in fattori primi e si cal¬ 
cola il prodotto dei soli fattori comuni, presi una sola volta e con il minimo esponente. 

> M.C.D. (378, 1.260,450) 

378 = 2 • 3 3 • 7 

l. 260 = 2 2 • 3 2 • 5 -7 
450 = 2 • 3 2 • 5 2 

Gli unici fattori comuni sono il 2 e il 3 e gli esponenti minimi con cui compaiono sono 
rispettivamente 1 e 2, per cui: 

M.C.D. (378, 1.260, 450) = 2 • 3 2 = 18 

Minimo comune multiplo 

Il minimo comune multiplo (m.c.m.) tra due o più numeri è il più piccolo tra i loro multipli 
comuni. 

Per calcolare il m.c.m. tra due o più numeri, dopo aver scomposto i numeri in fattori primi, si 
calcola il prodotto di tutti i fattori comuni e non, presi una sola volta con il massimo esponente. 

> m.c.m. (378, 1.260,450) 

Nella scomposizione dei numeri 378, 1.260 e 450, i fattori, comuni e non, sono 2, 3, 5 e 
7 con esponenti massimi rispettivamente 2, 3, 2 e 1, per cui: 

m. c.m. (378, 1.260, 450) = 2 2 • 3 3 ■ 5 2 • 7 = 18.900 
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2.7 Espressioni 


Un’espressione numerica è una sequenza di numeri legati tra loro dai simboli delle operazio¬ 
ni e, a volte, suddivisi da parentesi. 

L’ordine di precedenza nello svolgimento delle operazioni in un’espressione numerica è il se¬ 
guente: 

1) elevamento a potenza, applicando, quando possibile, le proprietà delle potenze 

2) moltiplicazioni e divisioni nell’ordine in cui si presentano 

3) addizioni e sottrazioni nell’ordine in cui si presentano. 

Alcuni calcoli devono essere eseguiti prima di altri: per indicare queste precedenze il calcolo 
viene racchiuso in parentesi. 

Si usano tre diversi tipi di parentesi: tonde, quadre e graffe. 

Per le parentesi sono date tre diverse priorità, che in ordine inverso di svolgimento dei calco¬ 
li sono: 

- parentesi graffe {...} 

- parentesi quadre [...] 

- parentesi tonde (...) 

Nelle espressioni quindi una sequenza di calcoli del tipo {... [... (... )...] ...} implica l’esecu¬ 
zione dei calcoli interni alle parentesi tonde, poi quelli interni alle parentesi quadre e, infine, 
quelli interni alle graffe. 

> 49 - (7 + 13) - (51 - 42) + 4 = 

= 49 - 20 - 9 + 4 = 24 

> 84 - [26 + (37 - 14+ 11)-(89-75)+ 18] = 

= 84-[26+ 34- 14+ 18] = 

= 84 - 64 = 20 

> 28 + {[27 + (57 + 35 - 81)] - (29 - 15 - 8)} - 53 + 9 - 4 = 

= 28+ [[27+ 11]-6}-53+ 9-4 = 

= 28+ [38-6}-53 + 9-4 = 

= 28 + 32-53 + 9-4= 12 

> [72 : 2 3 + [5 3 x 2 + 4 5 - (3 5 + 7) : 2] - 2 x 139} : 4 = 

= [72:8 + [125 x 2 + 1.024 - (243 + 7) : 2] - 278} : 4 = 

= [9 + [250 + 1.024 - 250 : 2] - 278} : 4 = 

= [9+ [250+ 1.024- 125]-278[ :4 = 

= [9+ 1.149-278} : 4 = 

= 880:4 = 220 
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Capitolo 3 

Monomi e polinomi 


3.1 Introduzione all’algebra 


In generale, si definisce espressione algebrica razionale un insieme di numeri e lettere lega¬ 
te fra loro mediante segni di operazioni in numero limitato. 

Se in una espressione algebrica si sostituiscono alle lettere dei valori numerici assegnati l’e¬ 
spressione assume un valore numerico. 


> 


3 a 2 -b 2 + ab = espressione algebrica 


per 



e b - + 3 sostituendo questi valori nell’espressione data si ha: 



1 3 Ì_3 3 _ 3-36-6 _ 39 
2’ J 4~ 2 ~ 4 ~~ 4 


In alcuni casi, come avviene per le frazioni algebriche, la sostituzione delle lettere con nume¬ 
ri può comportare la perdita di significato delle operazioni. 


a + 3b 
2 a-b 
1 + 3-2 
2 - 1-2 


per a — 1 e b - 2 


- + — = — impossibile 

2-2 0 


3.2 Le regole del calcolo algebrico e le relative operazioni 


Esponiamo di seguito le proprietà fondamentali delle operazioni unitamente alle principali re¬ 
gole del calcolo algebrico. 

Proprietà dell’addizione 

Commutativa: a + b = b + a 

Associativa: a + b + c = (a + b) + c = a + (b + c) 

L’elemento neutro nell’addizione è lo zero: a + 0 - a (qualsiasi numero sommato 

a zero dà il numero stesso) 

La somma è una operazione chiusa in tutti i sottoinsiemi di R 
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Proprietà della sottrazione 

Invariantiva: a - b = (a ± c) - (b ± c) 

La sottrazione è una operazione condizionata in N dove deve risultare a > b 

Opposto di un numero 

L’opposto di un numero è quel numero che sommato al numero dato dà risultato nullo. 

Proprietà della moltiplicazione 

Commutativa: a x b = b x a 

Associativa: a x b x c = (a x b) x c = a x (b x c) 

Distributiva rispetto all’addizione e alla sottrazione: ax(Jb±c)-axb±axc 
L’elemento assorbente della moltiplicazione è lo zero: a x 0 = 0 (qualsiasi numero molti¬ 
plicato per zero dà zero) 

Legge di annullamento del prodotto: il prodotto è nullo se almeno una dei fattori è nullo (con¬ 
dizione necessaria e sufficiente) 

L’elemento neutro nella moltiplicazione è 1 : a x 1 = a (qualsiasi numero moltiplica¬ 

to per uno dà il numero stesso) 

Nell’insieme dei numeri relativi il segno del prodotto tra due numeri è positivo se i fattori sono 
concordi ed è negativo nel caso contrario 

Proprietà della divisione 

b•_ 

Invariantiva: — = ^ x ~ con c * 0 

c 

Distributiva del divisore rispetto all’addizione e alla sottrazione: (a ± b) : c = — ± ^ 

la stessa proprietà non vale per il dividendo 

Nell’insieme dei numeri relativi, il segno della divisione tra due numeri è positivo se dividen¬ 
do e divisore sono concordi ed è negativo nel caso contrario 

Come conseguenza della legge di annullamento del prodotto la divisione per zero non è defi¬ 
nibile 

Reciproco di un numero 

Il reciproco di un numero è un numero che moltiplicato per quello dato dà come risultato 1 

Priorità delle operazioni 

In una espressione algebrica la priorità delle operazioni è la seguente: 

- potenze e radici 

- moltiplicazioni e divisioni 

- addizioni e sottrazioni 

> 3x2+6:2=6+3=9 

3 2 x2-6:2 = 9x2-3 = 18-3 = 15 

3 x V3 2 + 2 2 x 3 + 4 = 3 x V9 + 4 x 3 + 4 = 3 x V9 + 12 + 4 = 3xV55 = 3x5=15 
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Uso delle parentesi 

Solo l’uso di parentesi consente di modificare le priorità descritte 

> 3x(2 + 6):2 = 3x8:2=12 

3 2 x (2 - 6) : 2 = 9 x (-4) : 2 = (-36) : 2 = -18 
3 2 :(6-3)x2 = 9:3x2 = 3x2 = 6 
9 : (3+ 3) = 9 : 6= 1,5 

Il segno meno che dovesse precedere una parentesi può essere sostituito dal segno positivo 
invertendo i segni dei termini delle somme algebriche interne alla parentesi: 

> - (3 x 2 - 6 : 2) = -(6 - 3) = -6 + 3 = -3 

La potenza di una serie di calcoli indicati dentro parentesi deve essere eseguita dopo l’esecu¬ 
zione della sequenza: 

> [5x3 -(3x2-6: 2) 2 ] 2 = [15 - (6 - 3) 2 ] 2 = [15 - (3) 2 ] 2 = [15 - 9] 2 = [6] 2 = 36 

3.3 Definizioni e proprietà dei monomi 

Si definisce monomio un’espressione algebrica nella quale non figurano addizioni o sottra¬ 
zioni. 

^ Sono monomi: 




2 ) 


Tenendo presenti le regole di calcolo si ha: 




Dagli esempi possiamo dedurre che un monomio può sempre trasformarsi in modo che esso 
abbia un solo fattore numerico, detto coefficiente, e fattori letterali tutti differenti. 11 prodotto 
delle lettere prende il nome di parte letterale. In tal caso il monomio si dice ridotto a forma 
normale. 

Se il monomio è privo di fattori numerici ha il coefficiente + 1 o - 1 a seconda che esso sia 
preceduto dal segno + o dal segno -. 


> -ab 2 

5 


3 


~ - coefficiente 


ab 2 = parte letterale 
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3.3.1 Grado di un monomio - Monomi simili - Monomi opposti 
Si definisce grado di un monomio rispetto ad una lettera l’esponente di tale lettera, mentre di¬ 
cesi grado assoluto o semplicemente grado del monomio la somma (algebrica) degli esponen¬ 
ti delle sue lettere. 

^ Il monomio xyV 2 

è di grado 2 rispetto alla lettera x 

» 3 » y 

» - 2 » z 

pertanto il suo grado assoluto è2 + 3- 2 = 3. 

- Due monomi si dicono simili se hanno la stessa parte letterale; se poi, oltre alla parte let¬ 
terale, hanno anche lo stesso coefficiente si dicono identici. 

- Due monomi simili aventi coefficienti opposti si dicono monomi opposti. 

- Un monomio è nullo se il suo coefficiente è 0. 


NOTA. Ricordiamo che quando una lettera ha esponente negativo equivale ad una lettera presente al 
denominatore con esponente positivo! 


► 


3.4 Operazioni con i monomi 


3.4.1 Somma ALGEBRICA DI MONOMI 

- La somma di più monomi si ottiene, in generale, scrìvendo uno di seguito all’altro i mo¬ 
nomi con i propri segni. 

3 1 

■ —a b—xv 
4 2 

— La differenza di due monomi si ottiene aggiungendo al primo l’opposto del secondo. 


( X 3 

-- a 2 b 

♦r 

i ^ 

^-xy 

V 4 ) 


2 J 


^abc 2 j- [-3a 2 b^j - ~ a ^ L ' 2 + 3 a 2 b 


Un insieme di addizioni e sottrazioni di monomi prende il nome di somma algebrica di 
monomi. 


>- |+3flèj - - 


V 

V 3 ! 


+3 ab + a - — b 2 
3 
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3.4.2 Riduzione di termini simili 

Può accadere che in una somma algebrica di monomi si abbiano monomi simili. In tal caso si 
può procedere avvalendosi della seguente regola: 

la somma algebrica di due o più monomi simili è un monomio simile ai dati, avente per coef¬ 
ficiente la somma algebrica dei coefficienti. 


5 a 2 b 


r 


— + 
c l 

5 a 2 b 

3 

c 

5 

1 

3 

3 

a 

2 b 

-2- 

— + 


1 2 
+ —a c 
4 




2 3 a 
— a c 


v 




\ 


1 a 2 b 
3 c 


/ 


\ 


~-U 2 c 

v 2 y 


2 3 2 1 a‘b 1 2 

— a c“-+ — a~c = 

3 3 c 2 


a 2 b 


f 


\ 


3 2 
— a c 

4 


1 1 
— + - 

4 2 

V J 

2 3 2 

— a c 

3 


2 2 3 2 

a c + — a c" = 


NOTA. La somma di due monomi opposti è il monomio nullo, cioè 0. 

> (+ 3ab 2 ) + (- 3ab 2 ) = 0 


3.4.3 Prodotto di monomi 

Il prodotto di due o più monomi è un monomio avente per coefficiente il prodotto dei coeffi¬ 
cienti dei monomi dati e per parte letterale il prodotto dei fattori letterali di ciascun mono¬ 
mio. 


Ricordando le regole enunciate per il prodotto dei numeri relativi e le proprietà delle poten¬ 
ze, si ha facilmente il prodotto di monomi. 


( \ 
3 3.2 
— a b x 


V 


y 


|-2abx 4 j 


f \ 

7 2 

+ — axy~ 

V 3 y 


f \ 


( \ 


( \ 

3 

l” 4 ) 

■(4 

7 

a 3 • a • a • b 2 • b • x • x 4 • x • y 2 = 

7 

, 2 > 


a 5 b 3 x 6 y 2 


3.4.4 Quoziente di due monomi 

Il quoziente di due monomi è un monomio che ha per coefficiente il quoziente dei coefficien¬ 
ti; la parte letterale ha ciascuna lettera comune ai due monomi con esponente uguale alla dif¬ 
ferenza fra l’esponente del dividendo e quello del divisore. 

Le lettere non comuni restano inalterate se compaiono solo nel dividendo; hanno esponente 
opposto se compaiono solo nel monomio divisore. 


2 3 , 2 2 

-a b’xy 

3 


( \ 
2 


- — abx 2 
3 


(-3Ì —— — y 2 = +2a 2 bx- 1 y 2 


a b 
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3.4.5 Potenza di monomi 

La potenza ad esponente intero relativo di un monomio è un monomio avente per coefficien¬ 
te la potenza a quell’esponente del coefficiente del monomio dato, e la parte letterale costi¬ 
tuita dal prodotto delle potenze, a quell’esponente, dei fattori letterali del monomio dato (po¬ 
tenza di potenza). Il grado (relativo o assoluto) della potenza di un monomio è uguale al pro¬ 
dotto del grado del monomio per l’esponente della potenza. 

(. V 


1 -2, 3 

— a bx 


1 

= —a 


i.3 9 1 

D X = — ■ 

8 


b 3 x 9 


di grado 6 


3.5 Definizioni e proprietà dei polinomi 


Dicesi polinomio la somma algebrica di due o più monomi. 

3x 2 y + 4y 3 + 7 

Se in un polinomio si hanno monomi simili, essi possono ridursi e si ottiene un polinomio ri¬ 
dotto. 

- La somma algebrica di due monomi si dice binomio. 

> 4x--i y 

- La somma algebrica di tre monomi si dice trinomio. 

> 4x z - — y + 1 

3 

- La somma algebrica di quattro monomi si dice quadrinomio. 

> a 2 - 3ab + - b 3 + 5 

5 

- Negli altri casi si usa il termine generico polinomio. 

Un polinomio dicesi intero se tutti i suoi monomi sono interi, se qualcuno di essi è un mono¬ 
mio frazionario, il polinomio dicesi fratto. 

3.5.1 Grado relativo e assoluto di un polinomio 

Se una lettera compare in uno o più monomi di un polinomio, il maggiore degli esponenti di 
tale lettera si dice grado del polinomio rispetto a quella lettera. Dicesi grado assoluto del 
polinomio il maggiore dei gradi assoluti dei suoi monomi. 

^ 4xy 3 - 3ab 5 + 4abx 2 y - 7a 3 b 2 y 2 - 5 il grado assoluto è 7. 
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Se i monomi di un polinomio hanno tutti ugual grado, il polinomio dicesi omogeneo. 

^ 7x 2 y - ab 2 + 3a 3 + 5axy 

è un polinomio omogeneo di 3° grado. 

Si definisce polinomio ordinato rispetto a una lettera, un polinomio nel quale i suoi termini si 
succedono in modo che gli esponenti di quella lettera sono crescenti o decrescenti. 



Il suddetto è un polinomio ordinato rispetto a x. 


NOTA. Anche se si scambia Cordine dei monomi, il polinomio è sempre ordinato rispetto a x\ 


3.6 Operazioni con i polinomi 
3.6.1 Addizione e sottrazione di polinomi 

La somma algebrica di due o più polinomi è il polinomio che ha per termini quelli dei poli¬ 
nomi dati, dopo che si sono svolte le operazioni all’interno delle parentesi e aver ridotto i ter¬ 


mini simili. 



3.6.2 Prodotto di un monomio per un polinomio 

Il prodotto di un monomio per un polinomio è il polinomio che ha per monomi i prodotti del 
monomio dato per ciascuno dei monomi del polinomio. 



3x 2 y-\- y 3 + — xy— 7x 2 ì=— 3x 2 y 4 + — x 3 y 2 — 21x 4 y 


per la proprietà simmetrica delle uguaglianze la precedente può scriversi: 



Da ciò si trae che se i monomi di un polinomio hanno un divisore comune, il polinomio è ugua¬ 
le al prodotto di tale divisore comune per il polinomio i cui monomi sono i quoti dei suoi ter¬ 
mini per il divisore comune. 

In questo caso si dice che si è operato un raccoglimento a fattor comune, oppure si è messo 
in evidenza tale fattore. 
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3.6.3 Prodotto di due polinomi 

Il prodotto di due polinomi è uguale al polinomio che si ottiene moltiplicando ciascun termi¬ 
ne di uno di essi per tutti i termini dell’altro. 


> (3 a + b ) • ( a 2 + 5 a - 3 b) = 

I-1 I I 


= 3a 3 + 15a 2 - 9 ab + crb + 5 ab - 3/rise necessario si riducono i termini simili). 

3.6.4 Divisione di un polinomio per un monomio 

Se tutti i monomi di un polinomio sono divisibili per un monomio, allora si può affermare che 
il polinomio è divisibile per quel monomio. 

Il quoto è il polinomio i cui termini sono i quoti di ciascun monomio del polinomio per il monomio. 

{^a ì b 2 ' + la 4 b 2 -^a 2 bx-^a 4 b 3 y ì:|— ^a 2 b j= 

-—ab 2 — I4a 2 b + x + —a 2 b 2 y 
4 3 

3.6.5 Divisione di due polinomi 

Dati due polinomi A(x) e B(x), detti rispettivamente dividendo e divisore, se esiste un polino¬ 
mio Q(x) detto quoto tale che 


A(x) = B(x) • Q(x ) 


si dirà che A(x) è divisibile per B(x). 

Analogamente se esiste un polinomio R(x) detto resto, diverso da zero, si scriverà: 

A(x) = B(x) • Q(x) + R(x) 

e i due polinomi non sono divisibili. 

Per semplificare il procedimento, basta seguire le regole seguenti: 

1) Ordinare i polinomi secondo le potenze decrescenti di una stessa lettera. 

2) Dividere il primo termine del dividendo per il primo termine del divisore; il quoziente sarà 
il primo termine del quoziente dei 2 polinomi dati. 

3) Moltiplicare il divisore per questo primo quoziente e sottrarre il prodotto dal dividendo; 
il risultato è detto resto parziale. 

4) Dividere il termine di grado maggiore per il primo termine del divisore ottenendo così il 
secondo termine del quoziente. 

5) Moltiplicare il divisore per questo secondo termine e sottrarre dal dividendo il prodotto 
(come fatto in precedenza). 

6) Si procede in questo modo fino ad ottenere come resto zero oppure un polinomio di gra¬ 
do inferiore al divisore. 
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> 


Dividere i seguenti polinomi fra loro 

x 5 - x 4 - 4x 3 + 2x * 2 3 4 + 3x-2 x 2 + 2x + 1 

-x 5 -2x 4 -x 3 _ x 2 -3x 2 +x + 3 

- 3x 4 - 5x 3 + 2x 2 +3x-2 
+ 3x 4 + 6x 3 + 3x 2 

x 3 + 5x 2 + 3x-2 

3 rs 2 

- x -2x - x 


3x 2 + 2x -2 
- 3x 2 - 6x - 3 

-4x-5 


Q(jvt) = x 3 - 3x 2 + x + 3 
R(.r) = -4x-5 


NOTA. Quando il polinomio dividendo è incompleto conviene lasciare gli spazi vuoti in corrispon¬ 
denza dei termini mancanti. 

>• (x 5 - 3x 2 + 4) : (x 2 -3x + 1) 

x 5 _ _ - 3x 2 _ + 4 I x 2 -3x+l 


3.7 Prodotti notevoli 


Sono detti prodotti notevoli alcuni particolari prodotti. Esaminiamoli: 

1 ) II prodotto di una somma di monomi per la loro differenza è uguale alla differenza dei loro 
quadrati. 

^ (a + b ) • (a - b) — a 2 - ab + ab - b 2 = a 2 - b 1 

2) Il quadrato di un binomio è uguale alla somma algebrica dei quadrati dei due prodotti e 
del doppio prodotto di questi monomi. 

^ (a + b) 1 — (a + b ) • (a + b) = a 1 + ab + ab + b 2 = a 2 + 2 ab + b 2 
(a - b) 2 = (a - b) ■ (a - b) = a 2 - ab - ab + b 2 - a 2 - 2ab + b 2 

3) Il quadrato di un polinomio è uguale alla somma algebrica dei quadrati dei suoi termini 
e dei doppi prodotti di ogni termine per i successivi. 

V’ (a + b + c + d) 2 - a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + 2 ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd 

4) Il cubo di un binomio è uguale alla somma algebrica dei cubi dei suoi termini e dei tripli 
prodotti dei quadrati di ognuno di essi per l’altro. 

^ (a + b ) 3 = (a + b) 2 ■ (a + b) = 

= (a 2 + 2 ab + b 2 ) • (a + b) — a 3 + a 2 b + 2a 2 b + 2ab 2 + ab 2 + b 3 = a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 
(a - b) 3 = a 3 - 3 a 2 b + 3 ab 2 - b 3 
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5) II cubo di un trinomio è la somma algebrica dei cubi dei tre monomi aumentata dei tripli 
prodotti del quadrato di ognuno di essi per ciascuno dei rimanenti e del sestuplo del pro¬ 
dotto dei 3 monomi. 

^ (a + b + c) 3 = a 3 + b 3 + c 3 + 3 a 2 b + 3 cric + 3 ab 2 + 3ac 2 + 3 b 2 c + 3 bc 2 + 6abc 

6) Potenza di un binomio e triangolo di Tartaglia 
Si voglia calcolare (a + fi) 4 . 

Si ha (a + b) 4 = (a + b ) 3 ■ (a + b) = ( a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 ) ■ (a + b) = 

= a 4 + 3 a 3 b + 3 a 2 b 2 + ab 3 + a 3 fi + 3a 2 b 2 + 3 ab 3 + b 4 = 

= a 4 + 4 a 3 b + 6 a 2 b 2 + 4ab 3 + b 4 

Si potrebbe allo stesso modo calcolare anche (a + b ) 5 , (a + b ) 6 ecc. 

Riepilogando si è trovato: 

(a + bf= 1 

(a + fi) 1 = a + b 

(i a + b) 2 = a 2 + 2 ab + b 2 

(i a + b) 3 = a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 

(a + b ) 4 = a 4 + Aa 3 b + 6 a 2 b 2 + Aab 3 + b 4 

Si osserva che gli sviluppi sono polinomi omogenei, di grado uguale all’esponente e comple¬ 
ti. Ordinando tali sviluppi i coefficienti sono i numeri del seguente prospetto detto triangolo 
di Tartaglia (Niccolò Fontana, detto Tartaglia, 1500-1559). Per formare tale triangolo basta 
osservare che ogni riga inizia e termina con 1 e ognuno degli altri numeri è dato dalla somma 
dei due sovrastanti. 


Esponenti 

Coefficienti 

0 

1 

1 

1 1 

2 

1 2 1 

3 

13 3 1 

4 

1 4 6 4 1 

5 

1 5 10 10 5 1 

6 

1 6 15 20 15 6 1 


^ Calcolare (3x + 2y) 4 

In questo caso 3x = a e 2y = b, perciò: 

(3x + 2y) 4 = (3x) 4 + 4 ■ (3x) 3 ■ (2 y) + 6 ■ (3x) 2 ■ (2 y) 1 + 4 ■ (3x) ■ (2 y) 3 + (2 y) 4 = 

= 8 Ix 4 + 21 6x 3 y + 216x 2 y 2 + 96xy 3 + 16/ 

In generale, vale la regola per cui lo sviluppo di (a + b) n è un polinomio omogeneo di grado n, 
ordinato secondo le potenze decrescenti di a e crescenti di b, in cui: 
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- i coefficienti estremi sono uguali a 1 ; 

- il secondo e il penultimo coefficiente sono uguali a n\ 

- ogni altro coefficiente è uguale al coefficiente del termine precedente moltiplicato per l’e¬ 
sponente di a in tale termine e diviso per l’esponente, aumentato di 1, di b sempre nel ter¬ 
mine precedente. 


NOTA. Ricordiamo che (a + b ) 2 * a 2 + b 2 poiché questo è un errore che viene commesso spesso. 


3.8 Teorema e regola di Ruffini 


3.8.1 Divisibilità di un polinomio intero per il binomio x- k 

Siano A(x) un polinomio intero di grado n nella variabile x, e x - k un binomio lineare. Esiste 
un polinomio Q(x) e un polinomio R tali che 

A(x) = (x-k) ■ Q(x) + R 

essendo Q(x) di grado n — I. ed R(x) di grado inferiore a quello di x-k, perciò di grado zero. 
Ne consegue che R o è nullo o non contiene la x. 

Sostituendo allax il valore k, per il principio d’identità dei polinomi, dev’essere: 

A (k) = (k-k) ■ Q(k) + R = 0 • Q (k) + R 

cioè A(k) = R, da cui si deduce che il resto della divisione di un polinomio intero in x, A(x), 
per il binomio x - k, è il valore che assume il polinomio stesso quando alla lettera x si sosti¬ 
tuisce il numero k. 

Se il polinomio A(x) è divisibile per (x - k ) il resto della loro divisione dev’essere uguale a 
zero. 

Condizione necessaria e sufficiente affinché un polinomio intero A(x) risulti divisibile per il 
binomio x - k è che sia k uno zero del polinomio, cioè si abbia: 

A(k) = 0 

^ A(x) = x 3 + 2x 2 - 16x + 3 è divisibile per x - 3. 

Infatti A(3) = 3 3 + 2 • 3 2 - 16 • 3 + 3 = 27 + 18 - 48 + 3 = 0. 

3.8.2 Regola di Ruffini 

Per trovare i coefficienti del quoziente ed il resto della divisione del polinomio A(x) (intero di gra¬ 
do n ed ordinato) per il binomio B(x) = x-k ci avvaliamo della seguente regola detta di Ruffini. 

- Il primo coefficiente del polinomio quoziente è uguale al primo coefficiente del polinomio 
dividendo. 

- Il secondo coefficiente si ottiene addizionando al secondo coefficiente del polinomio dividen¬ 
do il prodotto della moltiplicazione del primo coefficiente del polinomio quoziente per k. 

- Ogni altro coefficiente del polinomio quoziente si ottiene addizionando al coefficiente del 
polinomio dividendo di ugual posto il prodotto del coefficiente che lo precede per k. 
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- Il resto della divisione è la somma dell’ultimo coefficiente del polinomio dividendo con il 
prodotto dell’ultimo coefficiente del polinomio quoziente per k. 

V- Calcolare, mediante la Regola di Ruffini, il quoziente ed il resto della divisione di 
ALr) = 5x 3 - lx 2 - 6x - I per B(jc) = x - 2 


Coefficienti di A (x) 

5 -1 

-6 

-1 

Prodotti 2 

10 

6 

0 

Coefficienti di Q(x) 

5 +3 

0 

-1 

Q(x) = 5x 2 + 3x 

R = - 

1 



3.9 Divisibilità dei binomi notevoli 


La differenza di due potenze di egual grado è sempre divisibile per la differenza delle basi: 


x 2 -a 2 - (x - a) ■ (x + a) 
x 3 — a 3 = (x - a) • (x 2 + ax + a 2 ) 


La differenza di due potenze di egual grado è divisibile per la somma delle basi solo quando 
l’esponente è pari. 

x 2 - a 2 = (x - a) ■ (x + a) 


La somma di due potenze di egual grado non è mai divisibile per la differenza delle basi. 

La somma di due potenze di egual grado è divisibile per la somma delle basi solo quando l’e¬ 
sponente è dispari. 


3.10 Scomposizione dei polinomi 


Si dice che un dato polinomio intero sia stato scomposto in fattori, quando si sono potute de¬ 
terminare altre espressioni di grado minore il cui prodotto sia uguale al polinomio dato. 

Raccoglimento a fattor comune 

Se i termini di un polinomio intero sono divisibili per uno stesso monomio, si può raccoglie¬ 
re a fattor comune tale monomio. Il polinomio sarà allora scomposto nel prodotto di tale mo¬ 
nomio per il quoziente che si ottiene dividendo il polinomio per questo monomio. 

^ la 2 x 2 - 3 a 3 x 2 ~ 12 a 2 x = a 2 x ■ {lx - 3 ax - 12) 

la ■ {b - c) + 3b ■ (b - c) + 5 • (b - c) = (b - c) • (la + 3 b + 5) 

In questi casi si è proceduto a raccoglimento a fattor comune totale, ma ci sono altri casi in 
cui si procede a raccoglimento a fattor comune parziale: 

^ ay + ax - 2 bx - 2by = a ■ (y + x) — 2b • (x + y) 
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Differenza di due quadrati 

La differenza di due quadrati è uguale al prodotto della somma delle loro basi per la loro dif¬ 
ferenza. 

^ 4x 2 -y 2 = (2x + y) ■ (2 x — y) 



l 

3 


Trinomio, quadrato di un binomio 

Se due dei tre monomi di un trinomio sono quadrati e il rimanente è il doppio prodotto delle 
basi di tali quadrati, il trinomio è il quadrato di un binomio. 

^ a 2 + 6 ab + 9 b 2 = (a + 3b) 2 

36a 4 - 24 a 3 + 4 a 2 = 4a ■ (9 a 2 - 6 a + 1) = 4 a ■ (3 a - 1 ) 2 

Quadrinomio - Cubo di un binomio 

Se in un quadrinomio due dei suoi termini sono cubi di monomi e gli altri due sono ognuno 
il triplo prodotto del quadrato dell’uno per l’altro, il quadrinomio è il cubo di un binomio. 



2 8 V 2 ; 

a 6 - I2a 4 b 2 + 48o 2 è 4 - 64 b 6 = (a 2 -4b 2 f= [(a + 2 b) ■ (a - 2b)\ 3 = (a + 2b) 3 ■ (a - 2b) 3 

Quadrato di un polinomio 

Se in un polinomio alcuni termini sono quadrati di monomi e i rimanenti sono doppi prodot¬ 
ti di ognuno di questi per gli altri, il polinomio è il quadrato di un polinomio. 

^ 9 a 2 + b 2 + c 2 + 6 ab + 6 ac + 2 bc = (3 a + b + c) 2 

a 2 + b 2 + c 2 + 2ab + 2 ac + 2bc -9 = (a + b + c) 2 - 9 = 

-(a + b + c + 3)-(a + b + c-3) 

Somma e differenza di due cubi 

La somma di due cubi è uguale al prodotto della somma delle basi per il trinomio formato 
dal quadrato delle basi meno il prodotto delle stesse. 

^ a 3 + b 3 = (a + b) ■ ( a 2 - ab + b 2 ) 

La differenza di due cubi è uguale al prodotto della differenza delle basi per il trinomio for¬ 
mato dal quadrato delle basi più il prodotto delle stesse. 

^ (a 3 - b 3 ) = (a - b ) • (a 2 + ab + b 2 ) 

Trinomio di secondo grado 

Consideriamo il trinomio di secondo grado 


x 2 + ax + b (con a, b due numeri relativi generici) 
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se è possibile determinare due numeri relativi m e n tali che 


il trinomio diventa 


m + n = a 
m ■ n — b 


x 2 + {m + ri) ■ x + m ■ n = x 2 + mx + nx + mn 
con successivi raccoglimenti a fattor comune: 

x • (x + ni) + n ■ (x + ni) = (x + ni) • (.r + n) 


quindi, infine 


x 2 + ax + b = (x + ni) • (x + n) 


x +lx+\2 essendo 


7 = 3 + 4 
12 = 3-4 


si ha x 2 + Ix + 12 = (x + 3) • (ar + 4). 


3.11 M.C.D. E M.C.M. DI MONOMI E POLINOMI 


3.11.1 M.C.D. E M.C.M DI MONOMI 

Se piu monomi sono divisibili per uno stesso monomio, questo dicesi divisore comune dei mo¬ 
nomi dati. Il M.C.D. di due o più monomi è un monomio avente per coefficiente il M.C.D. dei 
coefficienti dei monomi dati, se essi sono tutti interi, e la cui parte letterale è il prodotto dei 
fattori letterali comuni a tutti i monomi, presi una sola volta e col minore degli esponenti con 
cui tali lettere compaiono in ciascuno dei monomi. 

^ Trovare il M.C.D. dei seguenti monomi: 

36a 2 b 3 x 2 y-, -15 ab A x 2 \ 24a 6 b 3 y 2 \ 54 a 2 b 2 x 2 
si ha M.C.D. = 3ab 2 . 

Se un monomio è divisibile per due o più monomi dati si dice che esso è multiplo dei monomi dati. 
Il m.c.m. di due o più monomi è un monomio avente per coefficiente il m.c.m. dei coefficienti 
dei monomi dati e la parte letterale costituita dal prodotto dei fattori letterali comuni e non 
comuni ai monomi dati presi una sola volta e con il maggiore degli esponenti con cui tali let¬ 
tere compaiono nei monomi dati. 

^ Trovare il m.c.m. tra i seguenti monomi: 

2 a 3 bx 2 y; 6 ab 3 x\ 5xy 3 
si ha m.c.m. = 30 a 3 b 3 x 2 y 3 . 
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3.11.2 M.C.D. E M.C.M DI POLINOMI 

Il M.C.D. di due o più polinomi, scomposti in fattori, è il prodotto dei fattori comuni, ciascu¬ 
no preso con il minore esponente. 

^ Trovare il M.C.D. tra i seguenti polinomi: 

[(4 a 1 -b 2 f (4 a 2 + 4ab + b 2 ); (6 a 2 + 3 ab)] 

4 a 2 -b 2 = (2 a + b) ■ (2 a - b) 

4 a 2 + 4 ab + b 2 = (2 a + b ) 2 
6 a 2 + 3ab = 3 a ■ (2 a + b) 

Il M.C.D. sarà la + b. 

Il m.c.m. di due o più polinomi, scomposti in fattori, è il prodotto dei fattori comuni e non co¬ 
muni, ciascuno preso con il maggiore esponente. 

^ Trovare il m.c.m. tra i seguenti polinomi: 

[(x 2 - 9); (x 3 - 8); (5x 3 + 5x 2 - 30x)]; 

X 2 -9 = (x+3) • (x-3) 

x 3 - 8 = (x - 2) • (x 2 + 2x + 4) 

5x 3 + 5x 2 - 30x = 5x • (x 2 + x - 6) = 5x ■ (x + 3) • (x - 2) 

Il m.c.m. sarà: 5x • (x + 3) • (x — 3) ■ (x — 2) • (x 2 + 2x + 4). 


3.12 Principio di identità di due polinomi 


Due polinomi sono identici quando tutti i monomi di uno di essi sono identici ai rispettivi mo¬ 
nomi dell’altro. 

^ I seguenti polinomi sono identici: 

3 a 2 b -5 a + 3 b 2 e 3 b 2 + 3 a 2 b - 5 a 

Da quanto detto scaturisce chiaramente che un polinomio non può essere identico che a se 
stesso. 

Così come per i monomi, bisogna fare attenzione a non confondere il concetto di polinomi 
identici con quello di polinomi uguali. 

Infatti due polinomi possono essere uguali anche senza essere identici e ciò sarà possibile 
quando esisterà almeno un sistema di numeri che, sostituiti alle lettere che figurano nei po¬ 
linomi, diano luogo ad una uguaglianza (o identità) numerica. 

^ Se consideriamo i seguenti polinomi: 

la 1 - 3o + 11 
2 a + a 2 + 11 

essi non sono identici, tuttavia per a — 5 entrambi danno come risultato 46. 

Infine diamo la definizione di espressioni algebriche identicamente uguali. 

Due espressioni algebriche si dicono identicamente uguali quando, eseguite tutte le opera¬ 
zioni in esse indicate e ridotti i termini simili, sì ottengono due polinomi identici. 
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^ (a + b) 1 - 2ab e (a - b) 2 + 2 ab 

sono identicamente uguali in quanto abbiamo: 
(a + b) 2 - 2 ab = a 2 + 2 ab + b 2 - 2 ab — a 2 + b 2 
(a - b) 1 + 2 ab = a 2 - 2 ab + b 2 + 2 ab — a 2 + b 2 


3.13 Le frazioni algebriche e le operazioni fra esse 


Definiamo frazione algebrica una frazione il cui numeratore e denominatore sono espressioni 
algebriche numeriche e/o letterali non divisibili tra di loro. Esempi di frazioni algebriche sono: 

b 3 c + a c 2 +2a 

2a’ b-a a 2 -b 2 

La prima frazione è spesso definita monomio fratto. 

Anche dai semplici esempi presentati è evidente che i denominatori possono annullarsi per 
alcuni valori delle lettere; quei valori rendono le frazioni prive di significato (nel caso degli 
esempi a - 0 per la prima, a - b e a — ±b per la seconda e la terza rispettivamente). 

Le frazioni algebriche godono della proprietà invariantiva: moltiplicando o dividendo numeratore 
e denominatore per una stessa espressione (purché non nulla) il valore della frazione non cambia. 

Semplificazione e riduzione ai minimi termini di una frazione algebrica 

La scomposizione del numeratore e del denominatore in fattori consente di dividerli per uno 
o più dei fattori comuni. Per la proprietà invariantiva la frazione non cambia. 

Se la divisione si esegue attraverso il M.C.D. delle espressioni a numeratore e denominatore 
si attua la massima semplificazione possibile, detta riduzione ai minimi termini. 

Riduzione al minimo comune denominatore di due o più frazioni 

Tale operazione consta dei seguenti passaggi: 

- riduzione di ciascuna frazione ai minimi termini 

- calcolo del m.c.m. dei denominatori (m.c.d.) che fornirà il denominatore comune a tutte 
le frazioni 

- calcolo dei nuovi numeratori attraverso il prodotto di quelli dati per il quoziente tra il 
M.C.D. e il denominatore dato. 


Forniamo un esempio con le seguenti frazioni: 


b 

2 a ’ 


b + a 
a — b 


a~ — 2ab + b~ 

2 7i 

a —b 


Passo 1) 

Passo 2) 
Passo 3) 


La riduzione fornisce: 


b b+a a-b 

2 a a-b ’ a + b 


Il calcolo del m.d.c. fornisce: 2 a(a + b)(a - b) = 2a(cr - h 2 ) 

Le frazioni ridotte al minimo comune denominatore sono: 

b(a 2 —b 2 ) (b + a)2a(b + a ) 2a(a — b)(a — b) 

2 a(a 2 — b 2 )’ 2 a(a 2 —b 2 ) 2 a(a 2 — b 2 ) 
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ovvero: 


b(a 2 -b 2 ) 2a(b + af 2 a(a-bf 
2a{a 2 — b 2 ) 2 a(a 2 — b 2 ) 2a(a 2 — b 2 ) 


Addizione e sottrazione di due o più frazioni algebriche 

La somma algebrica di due o più frazioni algebriche aventi lo stesso denominatore è una fra¬ 
zione algebrica che ha per denominatore lo stesso denominatore e per numeratore la somma 
algebrica dei numeratori. 

Da tale definizione discende che detta operazione deve essere preceduta da quella di riduzio¬ 
ne al minimo comune denominatore (m.c.d.) qualora le frazioni date non presentino già lo 
stesso denominatore. 

w b b + a a 2 -2ab + b 2 

— +-j- 2 -= 

2 a a — b a —b 

La somma delle frazioni ridotte al m.c.d. diviene: 



L’esecuzione dei prodotti e delle somme algebriche indicate a numeratore fornisce il ri¬ 
sultato: 


b(9a 2 -b 2 ) 
2 a(a 2 -b 2 ) 


Moltiplicazione di due o più frazioni algebriche 

Il risultato di tale operazione è una frazione algebrica che ha per numeratore il prodotto dei 
numeratori e per denominatore il prodotto dei denominatori delle frazioni date, dopo la loro 
riduzione ai minimi termini; la frazione così ottenuta potrebbe risultare ancora riducibile a 
meno di non aver preventivamente eseguito le semplificazioni incrociate tra numeratori e de¬ 
nominatori delle diverse frazioni che compongono la moltiplicazione. 

b b + a a 2 -2ab + b 2 
2a a — b a 2 —b 2 

Le frazioni possono essere riscritte nel seguente modo: 
b a + b ( a-b ) 2 

2 a a-b ( a-b)(a + b ) 

Il fattore (a + b ) che compare a numeratore della seconda frazione può essere semplifi¬ 
cato con quello del denominatore della terza; il fattore (a - b ) 2 del numeratore della ter¬ 
za frazione può essere semplificato con il fattore (a - b ) dei denominatori della secon¬ 
da e terza frazione. 

Pertanto, il risultato è: 


b 



b_ 
2 a 
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Divisione tra due o frazioni algebriche 

Il quoziente fra due frazioni algebriche si ottiene moltiplicando la prima frazione per il reci¬ 
proco della seconda. 

Potenza di una frazione algebrica 

La potenza di una frazione algebrica è una frazione algebrica il cui numeratore e denomina¬ 
tore sono l’elevazione alla stessa potenza del numeratore e del denominatore dati. 

Espressioni algebriche razionali letterali 

Definiamo espressioni algebriche letterali razionali le espressioni che propongono operazio¬ 
ni di addizione, sottrazione, moltiplicazione, divisione ed elevazione a potenza tra monomi e 
polinomi. 

b + a a 2 -2 ab + b 2 
a 2 -b 2 a~ + 2 ab + b 2 

b 2 b + a ( a-b)" 

4 a 2 ( a-b)(a+b ) (,a + bf 

b 2 1 ( a-b) 2 

4 a 2 a-b ( a+bf 

b 2 1 a-b 

4 a" 1 (a + b) 2 

b 2 a-b 

4 a 2 ( a + b ) 2 

b 2 (a + b)' + 4 a 2 (a-b) 

4a 2 (a + b)" 
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Capitolo 4 

Radicali 


4.1 Radice ennesima aritmetica di un numero reale assoluto 


Radicale: può essere definito come l’operazione inversa dell’elevamento a potenza. 

Il teorema sull’esistenza e sulla unicità della radice ri m di un dato numero reale assoluto per¬ 
mette di scrivere: 

- Dicesi radice ri™ aritmetica di un dato numero reale assoluto a il numero reale assoluto 
(che esiste sempre ed è unico) la cui potenza ri™ è uguale ad a. 

- Se la radice aritmetica n m “ del dato numero a è il numero (reale assoluto) x, si ha: 


x = yfa 


e per definizione: 


x n = a 


Deduciamo allora che: 


x = '-ifa (I relazione di definizione) 

Inoltre, per l’unicità della radice aritmetica n ma di un dato numero (reale assoluto), la radice 
aritmetica n ma di a" non può essere che a, quindi si ha: 

sfa" = a (II relazione di definizione) 

Queste due relazioni mostrano che tanto la potenza n ma della radice ri™, quanto la radice n m “ 
della potenza ri™ di un numero, riproducono il numero stesso. 


NOTA. Esse mettono in evidenza che elevazione a potenza ed estrazione di radice sono operazioni 
inverse l’una dell’altra. 


Il simbolo che rappresenta una estrazione di radice, cioè Va, viene chiamato radicale. 

Il numero intero n è detto indice del radicale a, l’espressione numerica o letterale che figura 
sotto il “segno di radice” è detta radicando. 


NOTA. Se l’indice è 2 non si scrive: si considera sottinteso. 
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Se il radicando di un dato radicale è una potenza di esponente uguale o maggiore dell’indice, 
quel radicale si dice radicale apparente. 

>■ sl25a 2 ^81 aW 

Infatti, tenendo presente la seconda relazione di definizione si ha: 

\/25a 2 = 5 a ^8 a 3 b 6 = 2 ab 2 ^81 aW = 3ab 3 c 2 


4.2 Proprietà invariantiva e trasformazioni di radicali 


(Si tenga presente che quando si parla di “numeri" si deve intendere numeri reali assoluti, e 
di “radici” si deve intendere radici aritmetiche). 

Occorre premettere che se le potenze di uguale esponente di due numeri sono uguali, anche i 
due numeri sono uguali; infatti se due numeri a e b, elevati alla potenza n" m danno risultati 
uguali ad uno stesso numero P, è assurdo ammettere che a e b siano disuguali, perché in tal 
caso a e b rappresenterebbero due diverse radici n me di P, contrariamente a quanto dimostrato 
sulla unicità di una radice n" m di un dato numero. 

Perciò dalla uguaglianza a" = b" si deduce: 


a = b 

In particolare se le basi delle potenze n me sono due radicali, si ha: 



La proprietà invariantiva dei radicali dice che il valore di un radicale non cambia moltipli¬ 
cando l’indice del radicale e l’esponente del radicando per uno stesso numero intero, o divi¬ 
dendoli per un loro divisore comune. 



> ì[a 2 =s[7 -Jb =sii/ 

Questa proprietà riceve le seguenti applicazioni: 

1) Semplificazione dei radicali (quando l’indice di un radicale e l’esponente del radicando 
hanno un divisore comune). 

Il radicale si semplifica dividendo indice ed esponente per quel divisore comune; 

1) sj49a 6 = \Jl 2 a 6 = s/la 2 (49 = 7 2 ) 

2) v/8r/V = \j2 3 a 6 b 3 =^2?L (8 = 2 3 ) 
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Il radicale semplificato si riduce al minimo indice (col radicando al minimo esponente) 
quando indice ed esponente vengono divisi per il loro M.C.D. 

2) Trasformazione dei radicali in altri di dato indice 

Per trasformare un radicale in un altro di dato indice, basta moltiplicare il suo indice e l’e¬ 
sponente del radicando per il numero intero che risulta dividendo l'indice assegnato per 
l’indice del radicale dato. 

Perché questa trasformazione sia possibile è necessario che l’indice assegnato sia divisi¬ 
bile per l’indice del radicale dato. 

^ Trasformare in radicali con indice uguale a 12 i seguenti radicali: 
yj'iax 2 y i -y/2 (a + m) 

12:4 = 3 12:2 = 6 

(si moltiplica per 3) (si moltiplica per 6) 

^27 a 3 x 6 y 9 *^64 (a + m) 6 

3) Riduzione di 2 o più radicali allo stesso indice 

Per ridurre 2 o più radicali allo stesso indice, si trasformano i radicali in altri radicali aven¬ 
ti per indice un multiplo comune degli indici dei radicali dati. In pratica si preferisce il 
“minimo comune indice” e quindi si assume come indice comune il m.c.m. degli indici. 

^ a J2a + b \l3ab 4 +c 5 \la 2 b 2 

il m.c.m. degli indici, fra 2 e 6, è 6, quindi 

{j(2a + bf \j3ab 4 +c 5 ^ Ja l2 b 12 

4.2.1 Teoremi fondamentali sui radicali 

I) Il prodotto di due o più radicali aventi lo stesso indice è un radicale che ha per indice lo 
stesso indice e per radicando il prodotto dei radicandi: 



Inversamente : la radice rì na di un prodotto è uguale al prodotto delle radici n me dei singo¬ 
li fattori. 

II) Il quoto di due radicali aventi lo stesso indice è un radicale che ha per indici lo stesso in¬ 
dice e per radicando il quoto dei radicandi. 



Inversamente: la radice n ma di un quoto è uguale al quoto delle radici n me dei suoi ter¬ 
mini. 
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IH) La potenza m ma di un radicale è uguale ad un radicale che ha per indice lo stesso indice e 
per radicando la potenza m ma del radicando. 



IV) La radice di indice m di un radicale di indice n è uguale al radicale che ha per indice il 
prodotto mn degli indici e lo stesso radicando: 


’4Ha = m 


NOTA. I 4 teoremi appena enunciati si dimostrano applicando la proprietà dell’uguaglianza di due 
potenze con lo stesso esponente e la I relazione di definizione vista precedentemente. 


4.3 Operazioni sulle radici aritmetiche (radicali ed espressioni irrazionali) 

Le espressioni in cui figurano dei radicali si dicono espressioni irrazionali. 

4.3.1 Trasporto di fattori o divisori fuori dal segno di radice 
Se il radicando di un radicale è formato da un prodotto (o da un quoto indicato) di cui qual¬ 
che termine è una potenza di esponente uguale all’indice o maggiore di questo, si può opera¬ 
re il trasporto di fattori (o divisori) fuori dal segno di radice. 

Infatti in tali condizioni il dato radicale è scomponibile nel prodotto (o quoto) di radicali (teo¬ 
rema I e II inversi), alcuni dei quali apparenti. 


Vcrt = sfa" tifò = a'-ifb 



Si dice che il fattore a" (o divisore d") è stato trasportato fuori del segno di radice. 


> 




3) 40 in 1 x s y 9 = 2m 2 x 2 y 3 s! 5mx 2 


4.3.2 Trasporto di fattori o divisori sotto il segno di radice 

Se un numero moltiplica o divide un radicale, tale numero si può portare sotto il segno di ra¬ 
dice (dove diviene fattore o rispettivamente divisore del radicando) elevandolo ad una poten¬ 
za uguale all’indice: ciò equivale a scrivere quel fattore, o quel divisore, sotto forma di radi¬ 
cale apparente, con lo stesso indice, e poi a moltiplicare o dividere per esso il radicale dato. 
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an/b = ^-^fb = ^n? 

Vc_ njc _ J~c~ 
d tjd" \d n 

Si dice che il fattore a (o divisore d) è stato portato sotto il segno di radice. 

> 

1) 2* pv J 4 x2 '5~y 

y V 6x y y 2 -6x 

4-a 2 -2a J8a 3 Ì2a 
x V x V x 

Si operano le opportune semplificazioni. 

4.3.3 Addizione e sottrazione dei radicali 

L’addizione e la sottrazione dei radicali, in generale, si possono solo indicare, infatti queste opera¬ 
zioni si possono eseguire solo se i radicali (semplificati e ridotti col minimo radicando, trasportan¬ 
do fuori radice qualche termine) sono uguali, hanno cioè lo stesso radicando e lo stesso indice, e ap¬ 
partengono a monomi simili: in tal caso si opera come nella riduzione dei monomi simili. 

Se i radicali, pur essendo uguali, non appartengono a monomi simili, si possono soltanto rac¬ 
cogliere a fattor comune. 




r\[a + s\fa ={r + s) sfa 
prfb - qtfb = (p-q)sfb 

> 

1) 6\[x + \[x —2\fx = (6+1-2) ~Jx = 5\fx 

2) l]%a 2 y — <ììja 2 y + ^/l25a 2 y = 2 \Ja 2 y -6^Ja 2 y + 5 l/a 2 y = (2-6-5 )lja 2 y = a 2 y 


4.3.4 Moltiplicazione e divisione dei radicali 

Per eseguire la moltiplicazione e la divisione dei radicali è necessario che essi abbiano lo stes¬ 
so indice: in caso opposto si riducono allo stesso indice (III teorema) e poi si applicano il I e 
il II teorema fondamentale: 
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4.3.5 Elevazione a potenza ed estrazione di radice 

L’elevazione di un radicale a potenza, come l’estrazione di radice, si può eseguire applican¬ 
do rispettivamente il III e IV teorema fondamentale. Si osservi: se l’esponente della potenza 
è un multiplo dell’indice del radicale, risulta un radicale apparente; se l’esponente è un sot¬ 
tomultiplo dell’indice, si può semplificare il radicale che risulta, applicando la proprietà in- 
variantiva. 


1) = %/l6fl 4 =2alj2ci 

2) (Vfl + Vò) +2 JaJb+^yfb^j =a + 2j~ab + b 

3) (^/4.rv) = \Jl6x 2 y 2 = %]4xy 

4) ìJtìàW = 1 tf7b*=&d/ 

5) yjxyfx = sj\[x 2 = \[x*=y/x 


4.4 Potenza con esponente razionale di un numero reale 


Dopo aver definito la potenza di un numero reale a, con esponente intero positivo m, come 
prodotto di iti fattori uguali alla base a , il concetto è stato esteso al caso dell’esponente zero 
e dell’esponente intero negativo. 

Sono state poste le definizioni: 


ci m =a l -a 2 a 3 ■ 


a° = l 


= — a ± 0 

a 


Se a = 1 risulta in ogni caso 1. 

4.4.1 Le operazioni 

Il concetto di potenza può essere esteso al caso di esponente frazionario relativo, ponendo però 
una restrizione al segno della base: i numeri che si assumono come base devono essere positivi. 
Per giustificare la nuova estensione del concetto di potenza conviene anzitutto ricordare che 
ogni numero positivo a può assumere la forma di radicale (apparente) con indice n arbitrario. 
Così, per esempio, prendendo 3 come indice si ha: 


3 / 3 2 3/6 

aya a = ya 


4 3 / 12 

a = ya 


ecc. 


Poiché gli esponenti 1, 2, 3,4 ... della potenza di a possono assumere la forma di frazioni (ap¬ 
parenti) con denominatori arbitrari, scegliendo 3 come denominatore si ha: 


3 
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Così si vede che la potenza di un numero positivo a, con esponente formato dalla frazione ap¬ 
parente m/n, equivale ad un radicale di indice n (denominatore) e di radicando uguale alla po¬ 
tenza di a con esponente m (numeratore). 

Se si conviene di ritenere valida questa trasformazione anche per un esponente frazionario 
qualunque, si giunge alle definizioni: 

- La potenza di un numero reale e positivo a, con esponente frazionario positivo, è il radi¬ 
cale aritmetico che ha per indice il denominatore e per radicando la potenza di base a con 
esponente il numeratore. 

- La potenza di un numero reale e positivo a, con esponente frazionario negativo, è il reci¬ 
proco della stessa potenza con esponente mutato di segno. 

Se m e n indicano due numeri interi positivi si ha per definizione: 



NOTA. Ricordiamo che condizione fondamentale a > 0. 


> 

1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 


2 4 = yJS 



7 

10 w = 10 5 


= 3 3 = 27 

=Vìo 7 =iovnx) 


2 

5~3 


1 _ y/5 

W~ ~5“ 


_ 1 

IO -0,5 = 10 ^ 


1 

7To 


VTo 

io 


La completa giustificazione delle definizioni prima citate si raggiunge dimostrando per tali 
potenze la validità dei 5 teoremi fondamentali. 

Potenza di un prodotto: 

m m m m 

(abc)n = a" ■b" c" 

Applicando la I definizione, il I teorema sulle potenze e il I sui radicali si ha: 

m _ _ m m m 

(,abc ) « = nl(abc) m = a m ■ b m ■ c m ) = Va" ■ V*" ■ Ve'" = a » • b" ■ c” 

c.v.d. 


Potenza di un quoziente: 



m 



m 


b n 
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Si applica il II teorema sulle potenze e il II sui radicali: 


m 



c.v.d. 


Prodotto di potenze di uguale base: 


Si applica la I definizione, dopo la riduzione dei 2 radicali allo stesso indice, il I teorema sui 
radicali e il III sulle potenze con esponente intero: 


m r 



nsl ms 

<ja 


nr 


• a 


ms+nr 

n <la ms+nr = 


ms+nr m + r 

— a ns ns = a n s 

c.v.d. 


Quoziente di potenze di uguale base: 

n r n r 

a m : a s =a m s 


Come il teorema precedente, applicando però in luogo del III, il IV teorema sulle potenze con 
esponente intero. 


m r tns—nr ms nr m r 



c.v.d. 


Potenza di una potenza: 


f m V m r 

a n = a 11 s 
V / 


Applicando la I definizione, i teoremi sulla potenza e sulla radice di un radicale e il V teore¬ 
ma sulle potenze, si ha: 



Con dimostrazioni analoghe si stabilisce la validità dei 5 teoremi anche nel caso di esponen¬ 
ti frazionari negativi. 

Se la base è a = 1 la potenza si conserva uguale a 1 anche con esponenti frazionari relativi. Infatti: 


i" ='4r =Vl = l 


, - 1 1 , 

1 " = -j= = - = 1 

VI'" 1 
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Le proprietà e i teoremi fondamentali sulle potenze valgono per ogni valore razionale relati¬ 
vo degli esponenti. 

4.4.2 Confronto tra potenze 

Confronto tra potenze con esponente razionale 

Prima di stabilire il confronto, conviene considerare alcune proprietà delle disuguaglianze fra 
numeri positivi. 

Tenendo presente che se a > b la differenza a - b è positiva (e inversamente) e che se a < b la 
differenza a - b è negativa (e inversamente), si ha: 

- Moltiplicando i 2 membri di una disuguaglianza per uno stesso numero positivo, si ottie¬ 
ne un ’altra disuguaglianza dello stesso senso. 

Se a > b e m è positivo si ha am > bm 

- Moltiplicando membro a membro due disuguaglianze di uguale senso fra numeri positi¬ 
vi, si ottiene una disuguaglianza dello stesso senso. 

Essendo a, b, c, d, positivi se a > b e c > d si ha ac > bd. 

Se due numeri positivi sono disuguali, i loro reciproci sono disuguali in senso contrario. 
Cioè ss a e b sono positivi e a > b, l/a < llb. 

Confronto tra potenze di uguale esponente 

Le potenze di uguale esponente di due numeri positivi disuguali, sono disuguali nello stesso 
senso delle basi, se gli esponenti sono positivi, sono disuguali in senso contrario alle basi, se 
gli esponenti sono negativi. 

Indicando con a, b numeri reali positivi e con m, n numeri interi positivi, si vuole dimostrare 
che se a > b si ha: 

m m m m 

a" >b n e a 11 <b n 

Infatti, moltiplicando a>b (ammessa per ipotesi) membro a membro per se stessa una, due,..., si ha: 

a 2 >b 2 a 3 >b 3 ... a m >b m 

ciò dimostra il teorema nel caso di esponenti interi positivi. 

Da a > b consegue anche te si deduce Va > sfb, da questa, per la conclusione fatta nel caso 
precedente si deduce: 

_ m m 

(Va) >(Vfo) ossia sfa™>\[ir cioè a" >b" 

m m 

Se da a > b consegue a" > b" i reciproci di questi numeri sono disuguali in senso contrario, 
come detto in precedenza e perciò: 

j j m m 

e cioè, per definizione a " <b " 

a" b n 
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Confronto tra potenze di uguale base 


1) Potenze di uguale base, con esponenti uguali, sono 
Essendo m, n, r, s numeri interi positivi, 

uguali. 

se 

m r 

— = - cioè 

n s 

ms = nr 

si ha 

m r 

a n — a s e 

m r 

a n = a 5 


Trasformando i 2 radicali, cui equivalgono le due potenze con esponenti m/n e r/s in radi¬ 
cali di uguale indice, si ha: 



essendo per ipotesi ms = nr i due radicali sono uguali. 


2) Potenze di uguale base, con esponenti disuguali, sono disuguali nello stesso senso degli 
esponenti, se la base è maggiore di 1; sono diseguali in senso contrario agli esponenti se 
la base è minore di 1. 

Conviene considerare separatamente le 2 ipotesi: 
base positiva a > 1 e base positiva 0 < a < 1. 


I ipotesi: a > 1 

Se 1 < a, moltiplicando per a i due membri si ha: 

1 < a a < a 2 a 2 < a 3 a 3 < a* 

e quindi: 1 < a 1 <a 2 < a 3 < a 4 ... 

Poiché i numeri reciproci sono diseguali in senso contrario: 


, 1 1 1 1 

1> j > 2 > 3 > 4 > '" 

CI Cl Q, a 


avremo 1 > a 1 > a 2 > a 3 > ar 4 ... 

Riunendo tra loro questi risultati si ottiene 

... <c*< a~ 3 < ar 2 < ar'< 1 <a 1 <a 2 <a 3 < a 4 ... 


Ciò dimostra il teorema nel caso della base a > 1 elevata a esponenti interi relativi: all’or¬ 
dine crescente degli esponenti interi relativi corrispondono potenze crescenti. 

Se gli esponenti diseguali della base a > 1 sono frazionari positivi, essi si possono sempre 
pensare ridotti allo stesso denominatore n, così l’esponente minore è quello che ha il nu¬ 
meratore minore. Indicati con m e iti’ tali numeratori si vuole dimostrare che se: 


m m' 

(ciò èm<m') da cui a" <a" 

Ciò dimostra il teorema nel caso della base maggiore di 1 elevata a esponenti frazionari 
positivi. Analoga dimostrazione per gli esponenti frazionari negativi. 

Concludendo: al crescere degli esponenti razionali relativi, crescono le rispettive poten¬ 
ze di egual base maggiore di 1. 


m m ' 
— < — 
n n 
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II ipotesi: 0 < a < 1 

Poiché i reciproci di due numeri positivi disuguali sono disuguali in senso contrario, dal¬ 
la disuguaglianza: 

a < 1 si deduce che Ha > 1 

e rispetto alla base Ha valgono i risultati del caso precedente. 

Quindi: 



con riferimento ad a si può dunque scrivere: 

... a 4 < a 3 < a 2 < a' < 1 < ar l < ar 2 < cr 3 < ar 4 ... 
ossia ... cc 4 > ar 3 > a 2 > a l > 1 > a l > a 2 > a 3 > a 4 ... 

Ciò dimostra il teorema nel caso della base minore di 1 elevata a esponenti interi relativi: 
all’ordine crescente degli esponenti interi relativi corrispondono potenze decrescenti. 

Se gli esponenti disuguali della base a < 1 sono frazionari positivi, ridotti ad uguale deno¬ 
minatore n, si vuole dimostrare che se: 


r m m' 

m m , . v - — 

— < — (cioè m<m ) si ha a n > a n 
n n 

Poiché il reciproco Ma della base a è > di 1, valgono, rispetto alla base Ma , i risultati del 
caso precedente; perciò: 



cioè 


m ^ m' 

a n a n 


e passando alla disuguaglianza dei numeri reciproci, si ha: 

m m' 

a" >a n 

Ciò dimostra il teorema nel caso della base minore di 1 elevata ad esponenti frazionari po¬ 
sitivi, analoga dimostrazione per gli esponenti frazionari negativi. 

Concludendo: al crescere degli esponenti razionali relativi, decrescono le rispettive po¬ 
tenze di ugual base positive minori di 1. 

Quando la base a è uguale a 1, le potenze sono sempre uguali a 1 per ogni valore dell’e¬ 
sponente. 


4.5 La radice nel campo dei numeri relativi. Radicali algebrici 


Si debnisce radice algebrica ennesima di un numero dato, positivo o negativo, quel numero 
positivo o negativo la cui potenza ennesima sia il numero dato. 

Dalla definizione osserviamo: 

- Se l’esponente n è un numero pari, indicando con x la radice aritmetica di indice n di a, risulta: 

(-jc)" = a 
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In questo caso Va ammette anche il valore opposto della radice aritmetica di a cioè 
O) e (-x). 

- Se x è la radice aritmetica di indice n di a, si ha x" = a. Ma se n è dispari, risulta: 

(-x)" = -a 


Possiamo, pertanto, concludere che: 

- «Un numero reale positivo ha sempre una radice algebrica positiva di indice dispari e una 
radice algebrica positiva e una negativa (Popposta) di indice pari». 

- «Un numero reale negativo ha sempre una radice algebrica negativa di indice dispari, men¬ 
tre non ha alcun valore se l’indice è pari». 

Volendo esprimere simbolicamente quanto detto, posto a > 0: 


n pari 

+l 

II 

£ 

n dispari 

sfa =x 

n dispari 

=-x 

n pari 

V-a =non esiste 


> _ 

y/4 = +2; V-l = non esiste 

±Vl6a 4 =+4 a 2 

^8 =- 2 ; ?J7 = c 

±V(-3f = ± 3 

±yj(a ~b) 4 =±(a — b) 



4.6 Conclusioni 


Con le premesse citate, le proprietà studiate nei paragrafi precedenti continuano a valere, ma 
solo con le opportune considerazioni e limitazioni legate alla natura dei radicandi e degli in¬ 
dici di radice come, ad esempio, nella proprietà invariantiva nel caso di V<? = Va vera solo 
se a > 0; per a < 0 il secondo membro dell’uguaglianza perde di significato. 

> 

1 ) V? = Va’ se a > 0 

2) Va 5 = - Va~ se a < 0 essendo in questo caso il primo membro dell’uguaglianza sempre 
positivo anche per a < 0 

I due esempi riportati illustrano le due problematiche che caratterizzano il calcolo delle espres¬ 
sioni radicali nell’insieme dei numeri relativi, ovvero: 

a) rispetto dell’appartenenza dei risultati all’insieme R; 

b) rispetto della concordanza dei segni algebrici nell’evoluzione dei calcoli. 
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Capitolo 5 

Equazioni algebriche 


5.1 Principi della teoria delle equazioni 


EQUAZIONE In matematica, è una uguaglianza tra due espressioni contenenti una o più 
variabili dette incognite. 

Identità ed equazioni 

In precedenza avevamo dato la seguente definizione: Due espressioni algebriche che assumo¬ 
no lo stesso valore per ogni sistema di valori attribuiti alle lettere che figurano nelle due 
espressioni si dicono identiche o identicamente uguali. 

L’uguaglianza delle due espressioni prende il nome di identità. 

^ (3x - 2y) 2 = 9x 2 - 12xy - 4y 2 è una identità. 

Se, invece, l’uguaglianza fra due espressioni è verificata solo per particolari valori attribuiti 
alle lettere che in esse figurano, l’uguaglianza prende il nome di equazione. 

Le due espressioni si dicono membri dell’equazione, i valori che la soddisfano si dicono ra¬ 
dici o soluzioni dell’equazione. 

^ L’uguaglianza 3x 2 + 5 = x + 7 è una equazione. 

Infatti essa è verificata solo per la coppia di valori: 


2 



Dalle definizioni date deriva che, mentre un’identità è una uguaglianza incondizionata, cioè 
che sussiste sempre, una equazione è invece una uguaglianza condizionata, che sussiste 
solo a condizione che le variabili abbiano certi particolari valori. Per determinarli viene ap¬ 
punto stabilita l’equazione che è la traduzione algebrica di un problema, le cui costanti con¬ 
tenute nei due membri rappresentano i numeri dati e le variabili i quesiti. Per questa ragio¬ 
ne alle variabili delle espressioni di una equazione si dà propriamente il nome di incognite 
e l’equazione dicesi anche uguaglianza problematica. L'identità, invece, è la traduzione al¬ 
gebrica di un teorema. L’identità rappresenta un fatto algebrico vero , un’equazione rappre¬ 
senta un fatto algebrico che può essere vero. Un’equazione viene classificata, in base alle 
soluzioni, come: 

1 ) determinata = numero finito di soluzioni', 

2) indeterminata = numero infinito di soluzioni; 

3) impossibile = non ha soluzioni. 
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Grado di una equazione. Equazioni numeriche, letterali e frazionarie (fratte) 

Una equazione si dice ad m incognite quando m è il numero complessivo delle incognite con¬ 
tenute nei due membri; si dice di grado n se i due membri sono espressioni intere ed è n il 
maggiore dei loro gradi. 

In particolare, l’equazione dicesi lineare se il grado è 1, quadratica se il grado è 2, cubica se 
il grado è 3. 

^ 3 x 2 y - 4 xy 5 + 8 = x 2 y 2 - 3v 2 + 5 è un’equazione a due incognite, di VI grado. 

Ad una equazione, in cui tutti i coefficienti sono numeri, si dà il nome di equazione nume¬ 
rica; se compaiono oltre all’incognita delle lettere, l’equazione si dice letterale; se, infine, 
uno o entrambi i membri dell’equazione sono frazioni algebriche i cui denominatori conten¬ 
gono l’incognita, l’equazione dicesi frazionaria. 

3x + I = 5x + 3 è una equazione numerica intera; 


3x - 1 1 - x 


x + 2 2x 
3ax + b = (2a + b)x + c 




x + b 


1 


x-a (x + b) ■ (x + 2 ) 


è una equazione numerica frazionaria; 

è una equazione letterale intera; 
è una equazione letterale frazionaria. 


5.2 Nozioni di equivalenza e principi di equivalenza 


Due equazioni si dicono equivalenti quando ogni radice o soluzione della prima soddisfa la 
seconda e viceversa. 

Ne deriva: 

1) Due equazioni equivalenti ad una terza sono equivalenti fra loro. 

2) Una equazione ad una sola incognita si chiama subordinata ad un’altra se ammette tutte 
le radici della prima, ed in più altre, che siano estranee alla prima equazione, in quanto 
non la soddisfano. 

P* 3x + 1 = 5 ha radice x = — 

3 

l’equazione (3x + l) 2 = 25 è una sua subordinata. 

4 

Infatti ha radici — e - 2. 

3 

Principi di equivalenza 

Risolvere un’equazione equivale a ricercarne le radici. La risoluzione è fondata su due prin¬ 
cipi fondamentali delle equazioni. 

Iprincipio - Se ai due membri di una equazione si addiziona o sì sottrae una medesima espres¬ 
sione, che contenga o meno l’incognita, si ottiene un’equazione equivalente a quella data. 
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Se A(x) = B(x) (1) 

è una equazione nella incognita x ed è k una sua radice, dovrà essere 

A (k) = B (k) 


L’equazione ottenuta aggiungendo o sottraendo la stessa espressione C(x): 

A(x) ± CU) = B(x) ± C(x) (2) 

ha pure radice k. 

Infatti AU) ± C (k) = BU) ± C (k) 

quindi una radice della (1) è anche una radice della (2). Lo stesso si può affermare in senso 
inverso e quindi è provato che le due equazioni sono equivalenti. 

Di conseguenza, essendo 

A(x) ± CU) = B(x) ± C(x) 

equivalente all’equazione 


A(.r) = BU) 

se ne deduce che è possibile sopprimere, nei due membri, una stessa espressione comune. 
Consideriamo l’equazione 

AU) + B(x) = C(x) 

Sottraendo ad ambo i membri B(x), per il I principio si ottiene l’equazione equivalente 

A(x) = C(x) - B(x) 

Ne deduciamo che in una equazione un termine si può trasportare da un membro all’altro 
cambiandolo di segno. 


^ Nell’equazione 


3 , 1 , 

-x + 3x 2 = 2x-+ 3x* 

5 2 


si può sopprimere nei due membri il fattore comune 3x 2 . 

Nell’equazione 8x - 7 + 5x = - 12 possiamo trasportare al secondo membro - 7 cambiando¬ 
lo di segno. 

II principio - Moltiplicando o dividendo i due membri di una equazione per una espressione 
che non contenga l’incognita e diversa da zero si ottiene una equazione equivalente a quella 
data. 


Se l’equazione 


A(x) = B(x) 


ha la radice k, dovrà essere 


AU) = BU) 


( 1 ) 


e quindi se moltiplichiamo la (1) per una espressione C * 0, non contenente l’incognita, l’e¬ 
quazione 

C • A(x) = C • BU) (2) 
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ha anche la radice k. Analogamente ogni radice dell’equazione (2) è radice dell’equazione (1). 
Le due equazioni sono equivalenti. 

Di conseguenza moltiplicando ambo i membri dell’equazione A(x) = B(x) per - 1 si ha 

- A(x) = - B(x) 

Da ciò si deduce che in una equazione si può cambiare il segno a tutti i suoi termini. 

Se A(x) e B(x) sono espressioni a coefficienti frazionari, l’equazione A(x) = B(x) diviene a co- 
efficienti interi se moltiplichiamo ambo i membri per il m.c.m. dei denominatori. 

3x-l 5x 7x + 2 

— -*■ ~ = —~— essendo m.c.m. (3; 2; 8) = 24 

3 2 8 

moltiplicando ambo i membri per 24 avremo: 

8 • (3x - 1) + 60x = 3 • (7x + 2) 

Nell’enunciare il II Principio abbiamo escluso che si possa moltiplicare o dividere ambo i 
membri di una equazione, per una espressione contenente l’incognita. In effetti, in tal caso, 
l’equazione che si ottiene non è più, in generale, equivalente alla data. 

Infatti sia l’equazione 

A(x) = B(x) (1) 

Moltiplicando ambo i membri per C(x) si ha l’equazione 

A(x) • C(x) = B(x) • C(x) (2) 

Trasportando il secondo membro di quest’ultima al primo, cambiando di segno, si ha: 

A(x) • C(x) - B(x) • C(x) = 0 
Raccogliendo a fattor comune C(x), otteniamo: 

C(x) • [A(x) - B(x)] = 0 

Per la legge dell’annullamento del prodotto, dovrà essere: 

C(x) = 0 
A(x) - B(x) = 0 

quindi la (2) oltre ad avere tutte le radici della (1) può avere tutte le eventuali radici di 
C(x) = 0 

Se, inversamente, si dividono ambo i membri di una equazione per una espressione in x, si ot¬ 
terrà un’equazione avente in uno le eventuali radici di tale espressione. 

^ Consideriamo l’equazione x - 2 = 5 la cui radice è x = 7. 

Se la moltiplichiamo per x - 3 otterremo 

(x — 2) • (x — 3) = 5 • (x — 3) => x 1 = 7 e x, = — 6 


5.3 Equazioni di I grado ad una incognita {ax + b = 0) 


Un’equazione di primo grado ad una incognita è l'equazione più semplice che si possa incon¬ 
trare. 
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Per risolvere un’equazione di primo grado ad una incognita si procede nel seguente modo: 

1) Si eseguono tutte le eventuali operazioni indicate. 

2) Si libera V equazione dai denominatori (se l’equazione ha coefficienti frazionari o è fra¬ 
zionaria), moltiplicando tutti i suoi termini per il m.c.m. dei denominatori. 

3) Si sviluppano i prodotti indicati e si riducono i termini simili nei due membri. 

4) Si trasportano nel primo membro tutti i termini contenenti l’incognita (cambiandoli di se¬ 
gno) e nel secondo membro tutti i termini che non la contengono (cambiandoli di segno). 

5) Si riducono i termini simili nei due membri. 

Si perviene così alla forma semplicissima 

ax = b 

che si dice forma naturale o tipica dell’equazione di I grado. 

6) Si dividono ambo i membri per il coefficiente dell ’incognita. 


V- Si voglia risolvere l’equazione 

3x • (x + 1) - 14 = 3 • (x - l) 2 + 1 
Eseguiamo le operazioni indicate nei due membri: 

3x 2 + 3x - 14 = 3 • (x 2 - 2x + 1) + 1 
3x 2 + 3x - 14 = 3x 2 - 6x + 3 + 1 


Possiamo sopprimere il termine 3x 2 comune in due membri (Iprincipio): 


3x - 14 = - 6x + 4 

Possiamo trasportare - 6x dal secondo al primo membro e - 14 dal primo al secondo (I 
principio), cambiandoli di segno: 


da cui 


3x + 6x = 14 + 4 
9x= 18 


Dividendo ambo i membri per 9 (II principio) 

x = 2 


La radice è 2 e l’equazione è determinata. 


^ Risolvere l’equazione 


a+b a-b a b 

- 1 -_- 

x-a x-b x-a x-b 


Affinché le frazioni algebriche, termini dell’equazione, abbiano significato deve essere 

x * a x * b 

si calcola il m.c.m. dei denominatori: 

(x - a) (x - b) 

Riduciamo a forma intera: 

(a + b) (x — b) + (a- b) (x - a) = a (x - b) - b (x - a) 

Eseguendo le operazioni indicate e riducendo i termini simili: 

ax - ab + bx - b 2 + ax - a 2 - bx + ab = ax — ab - bx + ab 
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da cui 


2 ax - a 2 - b 2 - ax- bx 


Trasportiamo al primo membro i termini contenenti Tincognita e al secondo quelli che 
non la contengono: 

2 ax - ax + bx = a 2 + b 2 => ax + bx = a 2 + b 2 

Raccogliendo x a fattor comune nel 1 membro 

x (a + b) = a 2 + b 2 

che è la forma normale dell’equazione. 

Il solo caso di indeterminazione si ha quando sia a che b sono entrambi uguali a zero. 
Se non è così l’equazione è determinata e la sua radice è 

a + b 

x = - 

a + b 


tabella riassuntiva equazioni DI I GRADO 

ax + b = 0 


SOLUZIONI 

Equazione 

ut 0 

b 

determinata 

b* 0 

x = — 

a 

Equazione 

a = 0 

Infinite 

0 

indeterminata 

b = 0 

x = — 

0 

Equazione 

a = 0 

Non esistono 

b 

impossibile 

b* 0 

x = — 

0 

Equazione 

o* 0 

b = 0 

c 

II 

o | 
II 
* 

nulla ma determinata 

ax = 0 

a 


5.4 Equazioni di I grado a due incognite 


Fino ad ora abbiamo considerato equazioni ad una sola incognita, ma esistono problemi in cui 
è richiesta la determinazione di due o più grandezze incognite che verranno tradotte algebri¬ 
camente mediante equazioni in altrettante incognite. 

Ci limiteremo a considerare equazioni in due sole incognite, ma le conclusioni che trarremo 
potranno essere generalizzate al caso di più di due incognite. 

Ogni equazione di I grado a due incognite può sempre ridursi alla forma 


detta forma normale. 
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Basta trasformare l'equazione data a forma intera, se non lo è, sviluppare, al solito, le paren¬ 
tesi se ve ne sono, trasportare al primo membro tutti i termini contenenti le incognite ed al se¬ 
condo membro quelli noti ed infine ridurre i termini simili. 

Volendo risolvere una equazione di questo tipo, dovremo determinare coppie di valori che, 
sostituiti nella (1), diano luogo ad un’identità. 

Risolvendo la (1) rispetto ad x oppure rispetto ad v, si ottiene: 

x = (c - by ) la (2) 

y = (c - ax ) / b (3) 

Se nella (2) assegniamo un valore arbitrario alla y si otterrà, in corrispondenza, un valore ben 
determinato di x e, analogamente, se nella (3) assegniamo un valore arbitrario alla x si avrà, 
in corrispondenza, un valore ben determinato di y. 

Ne deduciamo che l’equazione (2) ammette infinite soluzioni rappresentate da coppie di va¬ 
lori dipendenti l’uno dall’altro. 

Infatti per poter risolvere l’equazione dobbiamo assegnare un valore arbitrario ad una delle 
incognite (ed essendo arbitrario può essere scelto tra infiniti valori). 


5.5 Sistemi di due equazioni di primo grado in due incognite 


Se due equazioni di primo grado in x e y, che hanno infinite soluzioni, le consideriamo simul¬ 
taneamente per trovare soluzioni comuni ad entrambe, diciamo che formano un sistema. 
Sistema impossibile. Non ci sono soluzioni comuni alle due equazioni che pertanto si defi¬ 
niscono incompatibili. 

Sistema indeterminato. Le equazioni hanno infinite soluzioni del sistema. In tal caso si de¬ 
finiscono linearmente dipendenti. 

Sistema determinato. Esiste una sola coppia di soluzioni che verifica il sistema. 


| 3x+4y = 7 x = l 
x—y —0 y =1 

Dicesi grado di un sistema il prodotto dei gradi delle equazioni da cui esso è formato. 

Due sistemi si dicono equivalenti quando tutte le soluzioni di uno sono soluzioni dell’altro e 
viceversa. 

Metodo di sostituzione 

Per risolvere un sistema esistono diversi metodi: quello di sostituzione è tale per cui si risol¬ 
ve una delle equazioni rispetto ad una delle incognite. Si perviene così ad una equazione in 
una sola incognita che risolta dà il valore. 

(5x+2y = —4 
ì x — 4y = -14 
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Risolviamo la prima equazione rispetto alla y. 

—4 —5x 

Otteniamo y = -, sostituendo la y con la sua equazione in x nella seconda equa¬ 

zione si ha: 


da cui 


—4 — 5* 


y=- 


. -4-5* . . 

x — 4 -= -14 


-4 - 5* 


y=- 


* + 8 + 10* = —14 


-4 + 10 


y=- 
* = —2 



3 

-2 


Metodo di confronto 

Basta risolvere entrambe le espressioni rispetto alla stessa incognita e infine si uguagliano le 
espressioni ottenute. 

(5x+y = 4 
> [3x-4y = 30 

Risolviamo rispetto alla x; si ha 


4 — y 
* = — 

5 

4y+30 
x — —-- 

3 


dal confronto si ottiene 


4 — y _ 4y + 30 
5 “ 3 

da cui: 12 - 3y = 20y + 150; ossia 23y = - 138. 

„ , 4 + 6 ^ 

Pertanto: y = - 6 e x =-= 2. 

7 5 

Metodo di addizione e sottrazione o della combinazione lineare 

Basta moltiplicare ambo i membri delle due equazioni per moltiplicatori tali che i coefficien¬ 
ti di una delle incognite risultino, fra loro, uguali e opposti. 

Dopo ciò, sottraendo o sommando membro a membro le equazioni ottenute, si perviene ad 
una equazione ad una sola incognita. 

y. 5 [3x-4y = 7 

3 [—5x + 12y =—13 
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Moltiplichiamo la prima equazione per 5 e la seconda per 3 e otteniamo: 

15x-20v = 35 
■ -15x+36y = -39 
16y = —4 

da cui: y = —— ex = 2. 

4 


Artifici di calcolo 

Esistono dei sistemi per la cui risoluzione è necessario ricorrere ad artifici di calcolo. 

13 6 7 

- 1 -— — 

w 3x—v 5 x — y 4 

2 1 1 


3 x — y 5x—y 3 


In questi casi si pone: 

1 1 

-= u e -= v 

3 x — y 5x — y 

Sostituendo si ottiene il sistema nuovo (equivalente al primo): 


3n+6v = — 
4 


2 u — v = — 
3 


da cui: u = — e v = —. 

4 6 

Tenendo conto della posizione fatta, si ha: 

1 _ 1 

3 x — y 4 

< 

1 _ 1 

5x — y 6 


da cui 


j3x-y = 4 
15x — y = 6 
che risolto dàx = 1 e>’ = -l. 
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5.6 Problemi di I grado 


5.6.1 Problemi di I grado ad un’incognita 

Risolvere un problema rappresentato algebricamente da un’equazione consiste nel ricercare 
le soluzioni che rappresentano le radici dell’equazione algebrica considerata. 

Per la risoluzione occorre: 

a) scegliere opportunamente l’incognita; 

b) tradurre il problema in equazione o, più tecnicamente, intavolare il problema; 

c) risolvere l’equazione; 

d) discutere la soluzione trovata e stabilire se essa soddisfa tutte le condizioni richieste. 

^ La cifra delle centinaia di un numero di 3 cifre è 3; portando questa cifra a destra delle 
altre due, il numero aumenta di 216. 

Determinare tale numero. 

Soluzione: Indichiamo con x il numero formato dalla cifra delle decine e da quella del¬ 
le unità. 

Sarà allora 300 + x il numero richiesto. 

Se si porta la cifra 3 a destra delle altre due, essa diviene quella delle unità, mentre x di¬ 
viene il numero delle decine; il nuovo numero sarà allora espresso da lOx + 3. 

Si ha allora l’equazione: 

300 + x = lOx + 3-216 
da cui x = 57. 

Il numero richiesto è perciò 357, infatti 573 - 216 = 357. 

5.6.2 Problemi di I grado a due o più incognite 

Il metodo di risoluzione è lo stesso che per i problemi ad una incognita. 

V- Determinare le lunghezze dei lati di un triangolo ABC, sapendo che: il perimetro misu- 

_ 4 — 3 — 

ra cm 50; AB è i — della somma degli altri due; AC è i — di BC. 

21 4 

Soluzione: Indichiamo con x, y, z, le misure espresse in cm rispettivamente dei lati AB, 
BC, AC. 

Poiché il perimetro è lungo cm 50 si ha l’equazione: 

x + y + z = 50 


4 3 

Inoltre x = —(y + z) e z = — y. 
2V ’ 4 

Si ha così il sistema: 


x+v+z = 50 


< x = 

z = 


4_ 

2A 

3 

—y 


Cy+z) 
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che ridotto a forma normale diventa 

x+_v +2 = 50 
• 21x—4y—4z = 0 
3y-4z = 0 


risolto con uno dei metodi noti, si ha 

x = 8 (cm) 

< y = 24 (cm) 

2 = 18 (cm) 

da cui: AB = cm 8; BC = cm 24; AC = cm 18. 


5.7 Equazioni di II grado ad una incognita ( ax 1 2 3 4 + bx + c = 0) 


Una equazione ad una incognita è di II grado se, dopo avere eliminato i denominatori, traspor¬ 
tati tutti i termini nel primo membro e ridotti i termini simili, assume la forma generica (for¬ 
ma tipica) 


ax 2 + bx + c = 0 

dove a, b, c, sono numeri reali qualunque O 0), oppure espressioni letterali che rappresenta¬ 
no numeri reali noti. 

- Il coefficiente a di jc 2 si dice primo coefficiente ; esso deve essere sempre diverso da zero, 
altrimenti l’equazione diviene di 1 grado. 

- Il coefficiente b di x si dice secondo coefficiente (o coefficiente del termine medio) e può 
essere anche uguale a zero. 

- Il coefficiente c si dice termine noto (o anche terzo coefficiente) e può essere anche ugua¬ 
le a zero. 

Un’equazione di li grado, ridotta alla forma tipica, si dice completa quando i coefficienti a, 
b, c sono tutti diversi da zero; si dice incompleta quando i coefficienti b e c (uno o entrambi) 
sono uguali a zero. 


Distinguendo i diversi casi, una equazione di II grado può essere: 


1 ) ax 2 = 0 

2) ax 2 + c = 0 

3) ax 2 + bx = 0 

4) ax 2 + bx + c = 0 


monomio 
binomio o pura 
spuria 

trinomio o completa 


6x 2 = 0 
monomia 


9x 2 - 4 =0 
pura 


2x 2 +7jc: 

spuria 


2x 2 + 5x - 3 = 0 
completa 
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Risoluzione di un’equazione di II grado 

1 ) Equazione monomia ax 2 = 0 

Dividendo ambo i membri per a si ottiene l’equazione: 

x 2 = 0 


da cui x = ±VÒ = 0. 

Entrambe le soluzioni coincidono con lo zero. 


2) Equazione pura ax 2 + c = 0 

Trasportando c nel secondo membro e ricavando jc 2 si ottiene: 


x 2 = - — da cui x — ± — — 
a Va 


Si nota che le soluzioni dell’equazione sono i numeri opposti, ottenuti estraendo la radice 
quadrata del quoto cambiato di segno, del termine noto diviso per il primo coefficiente: 


= -— 


Le radici sono reali se il radicando è positivo, cioè se c e a hanno segni contrari, sono in¬ 
vece immaginarie se c e a hanno segni uguali. 


> 25x 2 -16 = 0 


2 

X = 


16 

25 


9x 2 -2 = 0 


4x 2 + 1 = 0 


2 2 

x = — 
9 


x = — 
4 


x = ± — 
V 25 


- = + 


* = ±! 

5 


(radici reali, razionali) 


,V2 

x = ± — 
3 


(radici reali, irrazionali) 


x = ± J-~ 


x = + — i 
2 


(radici immaginarie) 

3) Equazione spuria ax 2 + bx = 0 

Per risolvere questa equazione si raccoglie x a fattor comune: così il primo membro si 
scompone nel prodotto di due fattori: 


x(ax + b) = 0 


per determinare le soluzioni basta risolvere le due equazioni di primo grado in cui viene 
a scindersi l’equazione data: 


x - 0 ax + b - 0 

le soluzioni della data equazione sono dunque 
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x. = 0 x 2 = - 

a 

e sono sempre reali e differenti l’una dall’altra (ossia distinte). 

V- 3x 2 +5x = 0 x(3x + 5) = 0 x t = 0 x 2 = —^ 

2x 2 + X\f3 = 0 x(2x+f3) = 0 jc^O x 2 = 

4) Equazione completa ax 2 + bx + c = 0 

Si risolve applicando una formula che fornisce entrambe le soluzioni e viene detta formu¬ 
la risolutiva: 

—b±\lb 2 —4 ac 

x = - 

2 a 

dove b 2 - 4ac = A (discriminante). 

Operando una volta con il segno “+” e una volta con il segno che precede il radicale 
si ottengono le 2 soluzioni: 

—b + \/b 2 — 4 ac —b — ^Jb 2 —4 ac 

x, = - x 2 =- 

2 a ~ 2 a 


V3 

2 


>- 3x 2 - 7x+ 2 = 0 


— (-7)± > /49-(4-3-2) _ 
2-3 

+7±V49-24 _ +7±V25 
6 6 


+7 ±5 
6 



6 

21 
6 ~ 3 


^ 12x 2 + x-6 = 0 


—l±-\/l —4-12-(—6) _ 
2-12 

-1±a/1 + 288 _ -1±V289 
24 ~~ 624 
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16 2 



Quando il 2° coefficiente ( b ) di una equazione di II grado completa è divisibile per 2, cioè si 
può indicare con 2 m (dove m è la metà di b), la formula risolutiva si semplifica e assume una 
forma detta ridotta. 

Infatti, se b = 2m l’equazione diventa 


ax 2 + 2 mx + c = 0 


e le soluzioni saranno: 


—2m + 


v/4/m 2 — 4ac + ^4 [m~ acj —2m + 2s/m 2 — 


ac 


2 a 


2 a 


2 a 


da cui semplificando per 2 si ottiene 


dove m = — . 

2 


x — ■ 


—m ± \lm 2 — i 


5.8 Relazioni tra radici e coefficienti di un’equazione di II grado e 

PROPRIETÀ (TRINOMIO DI II GRADO) 


Coefficienti e radici: somma e prodotto delle radici 

In ogni equazione di II grado ax 2 + bx + c = 0, la somma s e il prodotto p delle radici si pos¬ 
sono determinare senza risolvere l’equazione. 

b c 

Si ha infatti: s=x 1 +jr 2 =- ep =x 1 -x 2 =+ —. 

a a 

Per dimostrare basta addizionare e moltiplicare membro a membro le uguaglianze che danno 
le radici dell’equazione: 

-fc+VÀ „ -b-y/À 

X , =■ 


2 a 


2 a 


-b +VÀ -b - VÀ _ (~ b + Va)+ {-b - VÀ) _ ~2b _ -b 

2 a 2 a 2 a 2 a a 
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. -b + JK -b-sTK _ (-& + Va)-(-&-s/a) {-bf-A _ b 2 — b 2 + 4ac 


2 a 


2 a 


2 a ■ 2 a 


4 a 


4 a~ 


c 

a 


Si può dunque concludere che in ogni equazione di II grado: 

- la somma delle radici è uguale all’opposto del quoto fra il secondo e il primo coefficiente', 

- il prodotto delle radici è uguale al quoto fra il termine noto e il primo coefficiente. 
Conoscendo s e p delle radici si può risalire all’equazione originaria. 


Applicazione 1. Sia ax 2 + bx + c = 0 l’equazione richiesta (sono incognite a, b, c). 

Dividendo ambo i membri per il 1° coefficiente a (sempre diverso da 0), la stessa si può scri¬ 
vere nella forma 


x~ + — x + — = 0 
a a 


—b c 

Poiché dalle formule della ,v e dalla p si deduce — = s e — = p, sostituendo si ottiene l’equa- 

» a a 

zione cercata: 


X 2 - SX +/}=() 

^ Dati j- = 7 e p = 12, l’equazione sarà x 2 - sx + p - 0 quindi x 2 -lx+ 12 = 0. 

Applicazione 2. Date le radici jc t e x 2 di un’equazione di II grado determinare l’equazione. 

s-x 1 + x 2 p-x ì -x 2 

quindi sostituendo: x 2 - (x 1 + xf) x + x 1 ■ x, = 0. 


Dati x 1 — 5 e x 2 = — , determinare l’equazione. 


c 2 13 

s = x, + x = 5 — = — 
12 3 3 


P = x l -x 2 = 5-| — |=—- 


10 

3 


da cui x 2 - — x - — = 0. 
3 3 


Applicazione 3. Determinare due numeri conoscendo la loro somma s e il loro prodotto p. 

Si imposta il sistema: 

jx+y=* 

\x-y=p 
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Si potrebbe risolvere tramite il metodo di sostituzione, ma se osserviamo l’equazione di II 
grado nell’incognita t, es. t 1 -st + p = 0, notiamo che ha per soluzioni due numeri che hanno 
per somma s e per prodotto p. 

Conviene, quindi, risolvere il sistema per mezzo di tale equazione detta equazione ausiliario. 
Quindi 


x = t l ot 2 
y=t 2 of 1 

(x + y = 9 

^ l’equazione ausiliaria è t 2 -9t + 20 = 0 

[xy = 20 


x 

y 


9±V81-80 

2 



5 x = 5 o4 
4 y = 4 o 5 


Applicazione 4. Scomporre un trinomio di II grado in un prodotto di fattori di I grado. 
Ogni trinomio di II grado si può sempre scomporre nel prodotto di 2 fattori di I grado. 

Si assume come tipico trinomio di II grado il seguente: 

ax 2 +bx + c in cui la lettera ordinatrice è x. 

Se x x e x 2 sono le radici dell’equazione ottenuta uguagliando a zero il trinomio, si dimostra che 

ax 2 + bx + c = a (x — jq) (x - x 2 ) 
b c 

Sappiamo che jq + x 2 — — e ;q • x 2 = — . Possiamo sostituire quindi nel trinomio: 
a a 

2 , ( 2 b C 

ax +bx+c = a ìx +—x+ — 

V a a 

a [x 2 — (jq + x 2 )x + x x x 2 1 = a [x 2 — xx x — xx 2 + x x x 2 J = 
a[x(x-x x )-x 2 (x-x x )] = a(x-x x )(x-x 2 ) 

Possiamo dunque enunciare la regola per la scomposizione di un trinomio di II grado in prodotto: 

1) si uguaglia il trinomio a zero e se ne trovano le radici; 

2) si scompone il trinomio in 3 fattori: il primo è il I coefficiente, gli altri 2 sono le differen¬ 
ze fra la lettera ordinatrice e ciascuna radice del trinomio. 

Il trinomio notevole 

L’espressione 

ax 2 + bx + c 

è un trinomio di secondo grado nella variabile x. 
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Le soluzioni o radici dell’equazione che si ottiene uguagliando a zero il trinomio ossia 

ax 2 + bx + c = 0 

sono tali che: 

- la somma delle radici è uguale al rapporto, cambiato di segno, fra il secondo e il primo co¬ 
efficiente 

- il prodotto delle radici è uguale al rapporto fra il termine noto e il primo coefficiente 
quindi 

b 

x 1 +x 2 = - 

a 

c 

x 1 ' x 2 = — 
a 

Queste due relazioni permettono di scomporre, con calcoli rapidi, i polinomi di secondo gra¬ 
do detti trinomi particolari o trinomi notevoli. 

Consideriamo il seguente trinomio 

x 2 + bx + c 

in cui a = 1, diremo che questo è un trinomio notevole se è possibile determinare due nume¬ 
ri x l e x 2 tali che valgano le seguenti relazioni 

x 1 + x 2 — -b 
x 1 -x 2 = c 

e quindi sia possibile scomporre il trinomio nel seguente modo 

x 1 + bx + c = (x - x 1 ) (x - x, ) 


^ Consideriamo il trinomio: 

x 2 + 3x + 2 

Per trovare x ] e x 2 consideriamo il termine noto, che rappresenta il prodotto fra questi 
due numeri jc ■ x = 2. 

Esistono infinite coppie di numeri reali che soddisfano questa relazione ma solo una è 
tale che si avrà contemporaneamente x 1 + x 2 = 3, quindi x l = 1 e x 2 = 2. 

La scomposizione del trinomio considerato sarà 

x -(- 3x 2 = (x -f 1) (x -f 2) 

^ Consideriamo il trinomio: 

x 2 -x - 12 

Per trovare e x 2 consideriamo il termine noto, che rappresenta il prodotto fra questi 
due numeri jc ■ x 2 = -12. 

Esistono infinite coppie di numeri reali che soddisfano questa relazione ma solo una è 
tale che si avrà contemporaneamente x 1 + x 2 = -1, quindi x 1 - ~4 e x 2 - 3. 

La scomposizione del trinomio considerato sarà: 

X-x-12 = (*-4)(v + 3) 
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5.9 Regola di Cartesio 


In un’equazione di II grado con A non negativo è possibile stabilire i segni delle radici senza 
calcolarle esaminando come si susseguono i segni dei coefficienti a, b, c. 

Data l’equazione ax 2 + bx + c = 0. i cui coefficienti sono tutti diversi da zero, si dice che essa 
presenta una variazione quando si susseguono due coefficienti di segno contrario, una per¬ 
manenza quando si susseguono due coefficienti di egual segno. 

Regola di Cartesio: in un’equazione completa di II grado, dotata di radici reali (A > 0), ad 
ogni variazione corrisponde una radice positiva , ad ogni permanenza una radice negativa. 

Se l’equazione ha 2 radici di segno contrario, ha valore assoluto maggiore la radice positiva 
quando la variazione (v) precede la permanenza (p); ha valore assoluto maggiore la radice ne¬ 
gativa quando la permanenza precede la variazione. 

^ 3x 2 - Ix + 2 = 0: 2 variazioni = 2 radici positive 

x 2 + 3x + 2 = 0: 2 permanenze = 2 radici negative 
x 2 - 2x - 15: 1 v e 1 p = 1 radice positiva e 1 radice negativa 
1 2x 2 + x -6:lpelv=l radice negativa e 1 radice positiva 


5.10 Risoluzione geometrica delle equazioni di I e II grado 


Fino allo sviluppo moderno dell’algebra, i metodi risolutivi dei problemi di primo e secondo 
grado erano di tipo geometrico. Nell’approccio risolutivo delle equazioni, la variabile assu¬ 
meva significati diversi a seconda del tipo di equazione e, insieme ai coefficienti, dovendo 
rappresentare grandezze geometriche, dovevano assumere solo valori positivi. 


5.10.1 Equazioni di primo grado del tipo ax = b 

Se consideriamo i coefficienti a e b e l’incognita x come grandezze geometriche, possiamo 
considerare un rettangolo avente lati lunghi rispetti¬ 
vamente a ex e area b e un altro rettangolo avente la D M C 

stessa area ( b ) e dimensioni arbitrarie p e q tali che 
pq - b. I due rettangoli siano disposti come in fig. 1. 

L’assunta equivalenza dei due rettangoli e il teorema 
dello gnomone 1 ci assicurano che il rettangolo ABCD 

in figura, di dimensioni p + a e q + x, ha la diagona- A N 

le BD che passa per il punto O di intersezione delle 
parallele HK e MN ai lati dello stesso rettangolo. fìg j 


p 

a 

o 

<? ' 


Vediamo ora con un esempio in cosa consiste il metodo. 


1 Teorema dello gnomone: se per un generico punto di una diagonale di un parallelogramma si condu¬ 
cono le parallele ai lati, il parallelogramma rimane scomposto in altri quattro parallelogrammi dei qua¬ 
li i due non attraversati da detta diagonale sono equivalenti tra loro (e viceversa). 
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^ Risolvere l’equazione di primo grado 3 a = 8 (vedi fig. 1). 

Per risolvere l’equazione: 

- disegniamo un rettangolo ANOH di dimensioni arbitrarie p e q ma di area assegna¬ 
ta uguale a 8; per esempio potremo porre p = 5 e q = 1,6; 

- prolunghiamo il lato p di detto rettangolo con un segmento NB di lunghezza a = 3 
fino a ottenere il punto B; 

- prolunghiamo i segmenti AH (altezza del rettangolo) e BO fino al loro punto di in¬ 
contro D. 

La misura del segmento HD è il valore cercato di x; infatti, il rettangolo OKCM, per il 
teorema citato, è equivalente ad ANOH, avendo quindi dimensioni a ex il cui prodotto 
(area) è proprio fi. 

5.10.2 Equazioni di secondo grado del tipo ax 2 = b 

È sempre possibile ricondursi al caso in cui a è unitario (a = 1). Possiamo interpretare l’equa¬ 
zione x 2 = b come equivalenza tra un quadrato di lato x e un rettangolo di dimensioni arbitra¬ 
rie p e q il cui prodotto è proprio pq = b. Viene in ausilio il secondo teorema di Euclide espri¬ 
mibile attraverso la proporzione: 

p ■' x = x : q 

x è il segmento medio proporzionale tra i segmen¬ 
ti p e q. 

In fig. 2 consideriamo il rettangolo ABCD di base p 
e altezza q\ prolunghiamo il lato DC con il segmen¬ 
to CE = CB di lunghezza q (altezza del rettangolo). 

Individuiamo ora il punto medio M del segmen¬ 
to somma DE = DC + CE e, con raggio r = ME, 
tracciamo la semicirconferenza di diametro DE. 

Prolunghiamo l’altezza BC fino ad incontrare la 
semicirconferenza nel punto F; la lunghezza del 
segmento CF è il valore cercato di x. Infatti CF è 
l’altezza del triangolo DEF retto in F che per il 
2° teorema di Euclide è media proporzionale tra 
le proiezioni dei cateti sull’ipotenusa DE. 

5.10.3 Equazioni di secondo grado del tipì 
Analizziamo separatamente i due possibili casi con a oppure b unitari ( a = 1 oppure fi = 1), a cui 
è facile riportarsi con semplice calcolo. Va sottolineato che non è considerata la soluzione x = 0. 

a = 1 

Se a = 1, la relazione esprime l’equivalenza tra un quadrato di lato x e un quadrilatero di lati 
x e fi; evidentemente x non può che valere fi. 

b = 1 

Se fi = 1, possiamo scrivere (x\ja ) 2 = x e distinguere ancora due ulteriori casi: a < 1 e a > 1. 

Per a < 1, la relazione esprime l’equivalenza tra il rettangolo ABCD (fig. 3), avente altezza x 
e base unitaria, e il quadrato AHKE di lato x\a < x, avente area uguale all’incognita x. 


con pq = fi 



fig- 2 

AX 2 = BX 
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D C 


x 


A 1 B 


D C 



fig- 3 

Dalla equivalenza delle figure descritte discende anche quella dei rettangoli differenza EFCD 
e BHKF, che può essere tradotta nella uguaglianza tra le due aree FC x EF = BF x FK ovve¬ 
ro nella proporzione: 

BF : FC = EF : FK per la proprietà del comporre: 

BF : BC = EF : EK ovvero: 

XVa : x = 1 : xfii da cui: 

x- — >1 
a 



fig • 4 


Per « > 1, la relazione esprime l’equiva¬ 
lenza tra il rettangolo AB CD (fig. 4), aven¬ 
te altezza x e base unitaria, e un quadrato 
AHKE di lato xfia >x, avente area di valo¬ 
re pari all’incognita x. 

I rettangoli DFKE e HBCF sono equivalen¬ 
ti; sono infatti riguardabili come differenza 
tra due figure per ipotesi equivalenti (AB CD 
e AHKE) e una medesima figura AHFD. 


11 procedimento è analogo al precedente e la conclusione può rappresentarsi come segue: 


x= — < 1 


a 


5.10.4 Equazioni di secondo grado complete 

Fa necessità di trattare con coefficienti positivi (in quanto grandezze geometriche) impone la 
distinzione tra le seguenti forme: 

1 ) ax~ + bx = c 

2) ax~ + c = bx 

3) bx + c = ax 2 

Anche in questi casi conviene assumere a - 1. 
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Caso 1 x 2 + bx = c 

In termini algebrici, tale equazione è caratterizzata da un di- 
scriminante sempre positivo e presenta due radici reali di se¬ 
gno opposto (Cartesio). L'approccio geometrico consente di 
calcolare la radice positiva attraverso il metodo del “comple¬ 
tamento del quadrato”. Come mostrato in fig. 5, costruiamo il 
quadrato ABCD di lato x. Sul lato BC del quadrato costruia- 

b 

mo il rettangolo BMNC di base — e altezza x, mentre sul lato 

2 b 

AB costruiamo il rettangolo ABHK di base x e altezza —. A 

2 

questo punto, completiamo la figura così ottenuta (gnomone 
KHBMND di area x 2 + bx ovvero c) con il quadrato HLMB di 



X 

b/2 


B 

b/2 


H 

fig- 5 


M 


b b . 

lato — , ottenendo un quadrato di lato x + — la cui seconda potenza è la sua area pari anche 

2 2 

a c+ f — 1 ; infatti: 

UJ 


b 

x + — 


b 

; c+| — 


da cui: 


b 1 b 

— + c- 

4 2 


( 1 ) 


( 2 ) 


In termini algebrici, ciò significa addizionare al primo e al secondo membro della equazione 

, 2 


il termine | — | , trasformando così il primo in un quadrato perfetto: 


x 2 + 2 — \x + — 


: C + | ~ 


(3) 

yzj \zj yi) 

da cui le (1) e (2). 

(b\ 

Nella (3), x 2 rappresenta l’area del quadrato ABCD, 2 — x rappresenta l’area dei due rettan- 

f bY 

goli aggiunti e — rappresenta l’area del quadrato HLMB di complemento. 


Caso 2 x 2 + c = bx 

In termini algebrici, in tale equazione la non negatività del discriminante dipende dal valore 
dei coefficienti b e c e non sempre è garantita; quando ciò accade l’equazione presenta due 
radici positive (Cartesio). 

Come mostrato in fig. 6, costruiamo il rettangolo ABCD avente base AB = b e altezza = x\ 
detta figura è costituita dal quadrato HBCK di area x 2 e dal rettangolo AHKD di lati b - x e x, 
ovvero di area (b - x)x = c. 
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Consideriamo ora il caso in cui x<— ; ciò permette di tracciare da F (punto medio di AB) la 

2 

perpendicolare ad AB stesso fino a individuare sul lato opposto DC il punto G da dove si pro¬ 
segue fino al punto E, tale per cui il segmento GE sia congruente con GK e FH. 


M LE 



fig- 6 


I segmenti DG e GE sono la base e l’altezza del rettangolo DGEM, all’interno del quale de¬ 
scriviamo il quadrato IGEL di lato GE (anch'esso congruente con FH = FB - HB che quindi 

b (b V 

misura — x) e area — x\ . Dalla suddetta costruzione, risultano 1 due rettangoli FHKG e 


DILM, congruenti tra loro e quindi equivalenti, il lato FE = FG + GE di misura e quindi 

v 


un quadrato AFEM di area ^ — 

Il quadrato IGEL risulta ora dalla differenza tra il quadrato AFEM e i rettangoli DILM e 
AFGD. Data la congruenza dei rettangoli DILM e FHKG possiamo affermare che IGEL ri¬ 
sulta dalla differenza tra AFEM e il rettangolo AHKD (DILM + FHKG). La suddetta area 
quindi è: 


b 

— -x 




■XIX = — 


La relazione ci consente di calcolare il lato GE del quadrato IGEL che è congruente per co¬ 
struzione con GK; da questa considerazione, x, rappresentato dal segmento KC, può essere 
calcolato come differenza: 

KC = GC - GK = GC - GE 


Passando alle misure: 

b [b 2 

x — —.-c 

2 V 4 

Se consideriamo il caso x > — , dobbiamo far riferimento alla figura 7 dove il punto F, medio 
di AB, è interno a HB che misura x. 
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K 


M 



L 

E 

I 


G 



A H è F B 

fig- 7 

In figura è tracciato il rettangolo ABCD, di dimensioni b e x, e al suo interno il quadrato HBCK, 
di lato x. Dal punto H si traccia la parallela al lato BC fino a incontrare DC in K. Disegniamo 

b b 

anche i quadrati AFEM e HFGI di lato — ex- —, rispettivamente. Per costruzione, i rettan- 

2 2 


goli MLKD e 1GEL, i cui lati misurano x - — e b - x, sono congruenti e quindi equivalenti. Il 

2 

quadrato HFGI, di lato x - —, risulta essere la differenza tra il quadrato AFEM e i rettangoli 

2 

AHLM e IGEL; per la congruenza di cui sopra la somma di AHLM e IGEL è equivalente al 
rettangolo AHKD. Sulla base delle considerazioni sopra esposte possiamo esprimere Parca 
di HFGI come segue: 

A hfgi=(x-^] =fjì -{b-x)x=[^\ -c 


da cui: 


b b 2 

x = — + ,- c 

2 V 4 


Caso 3 bx + c = x 2 

In termini algebrici, tale equazione è caratterizzata da 
un discriminante sempre positivo e presenta due radi¬ 
ci reali di segno opposto (Cartesio). L’approccio geo¬ 
metrico consente di calcolare la radice positiva attra¬ 
verso la costruzione di fig. 8. 

La soluzione dell’equazione passa attraverso la costru¬ 
zione del quadrato ABCD di lato x, che è composto dal 
rettangolo ABEF, di lati b e x, e dal rettangolo FECD, 
di lati x e x - b. Detto M il punto medio di EB, costru¬ 
iamo il quadrato KMEL di lato —. Prolunghiamo ora 

2 
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MK di un segmento KI = CE che misura x- b. Dal conduciamo la parallela a BC fino a in¬ 
contrare FE e DC in J e N, rispettivamente. La figura IMCN così costruita risulta essere un 

quadrato di lato x - —. Questo comporta che IK misura x-b, così come DF. Ma allora i ret- 
2 

- - b 

tangoli FJND e IKLJ sono congruenti, essendo LK = DN, entrambi lunghi —. Riassumendo 

2 

nella costruzione di fig. 8 possiamo distinguere le seguenti figure geometriche: 


rettangoli FJND e IKLJ di area — ■ (x-b) 

2 


- quadrato KMEL di area | — 


quadrato IMCN di area \ x ~~ 


- rettangolo JECN di area (x — b)\x — — 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


Il quadrato IMCN può anche essere considerato come somma del quadrato KMEL e dei ret¬ 
tangoli IKLJ e JECN; questi ultimi due insieme hanno area pari a x 2 - bx - c (dalle (1) e (4)), 
pertanto l’area complessiva del quadrato varrà: 


ri 


IMCN 



+ c 


Da ciò, il suo lato CM varrà: 



Il lato di ABCD, che misura proprio x, sarà MB + CM, ovvero: 

b \b 2 
x = — + .\— +c 
2 V 4 


5.11 Sistemi di equazioni in due incognite di II grado 


I sistemi di secondo grado in due incognite che andiamo a studiare sono costituiti da una equa¬ 
zione di secondo grado e una equazione di primo grado. 

I metodi risolutivi più utilizzati sono quelli per sostituzione e per confronto nel caso in cui en¬ 
trambe le equazioni si possano esprimere in forma esplicita. 

Esempio con metodo di sostituzione 

f 2x + y +1 = 0 

{x 2 -r-j+i = o 
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Possiamo esplicitare la variabile y nella prima equazione e sostituirla nella seconda: 
f y = -2x -1 

[x 2 -(-2x-l) 2 — (—2x-l) + 1 = 0 


Eseguendo i calcoli nella seconda equazione definiamo una equazione di secondo grado in x, 
risolvente del sistema. Il valore del discriminante di tale equazione definisce il tipo di solu¬ 
zioni del sistema stesso. 

J y - —2x - 1 
{ -3x 2 - 2x +1 = 0 

Il discriminante della risolvente è A = 16, quindi avremo due soluzioni reali e distinte in x e 
altrettante in y ottenibili per sostituzione nella prima equazione. La risolvente ci fornisce: 

x, = -1; x 2 = - 


3 


I due valori di x sostituiti nella prima equazione ci daranno i due valori di y: 
x, = -l;x, = — 



In sintesi, le due soluzioni del sistema sono i due punti del piano cartesiano aventi coordina¬ 
te P = (-1; l)eP, = (1/3; -5/3), che definiscono Pintersezione tra le due curve rappresenta¬ 
te dalle due equazioni del sistema. 


Esempio con metodo di confronto 


y = x — 1 

y = 2x 2 +2x — 2 


In questo caso, la risolvente del sistema è facilmente ottenibile attraverso l'uguaglianza tra i 
secondi membri delle due equazioni: 

2x 2 + 2x - 2 = x - 1 ossia 2x 2 + x - 1 = 0 

Anche tale equazione ha discriminante positivo; avremo quindi i due distinti valori reali in x: 


x, = -1; x, = — 

i 2 2 

I due valori di x sostituiti nella prima equazione ci daranno i due valori di y: 



Graficamente, il segno algebrico del discriminante della equazione risolvente del sistema, in¬ 
dividuando la natura delle soluzioni, definisce la posizione reciproca delle curve nel piano: 

A < 0 soluzioni complesse e assenza di punti comuni di intersezione 
A > 0 due soluzioni reali distinte che individuano i punti di intersezione 

A = 0 due soluzioni reali coincidenti che individuano tangenza tra le due curve 
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5.11.1 Sistemi simmetrici 

Un sistema di secondo grado particolare vede a sistema due relazioni tra le due incognite del 
tipo somma e prodotto: 

f x + y = s 

\xy=p 

Tale sistema si può risolvere per sostituzione, ma il modo migliore è quello di considerare x 
e y come radici di un trinomio di secondo grado per il quale la loro somma cambiata di segno 
è il coefficiente del termine di primo grado e il loro prodotto il termine noto; ovvero posto: 

| b = ~(x + y) = -.v 

[ c- xy 

risolviamo l’equazione di secondo grado nella incognita ausiliaria t 

t 2 - st + c - 0 

Le soluzioni t 1 e f, forniscono le coordinate dei due punti soluzione nel modo seguente: 

P i = f 2 ) 

P 2 = ( f 2 ’ f l) 

Risolviamo alcune tipologie di sistemi riconducibili a quella ora descritta. 


^ j 2x + 2y = 2 
\xy =-2 

Dividendo per 2 la prima equazione otteniamo: 
fx + y = 1 
\xy = -2 

Per quanto imposto dalla prima equazione la somma x + yè uguale a 1, mentre il pro¬ 
dotto xv è uguale a -2; l’equazione risolvente è: 

t 2 -1 - 2 - 0 

le cui soluzioni sono t 1 = -1 e t 2 = 2. 

Le soluzioni sono quindi: P = (-1; 2) e P = (2; -1). 

^ f x + y = 1 

\x 2 +y 2 =5 

Possiamo scrivere la seconda equazione nel seguente modo: 
f x + y = 1 

|(x + j')' -2 xy = 5 

Per quanto imposto dalla prima equazione la somma x + yè uguale a 1, valore che so¬ 
stituito nelle parentesi restituisce la seconda equazione: 

J x + v = 1 fx + y = 1 f x + y = 1 

[l-2xy = 5 [-2xrv = 4 [xy=~2 

Il sistema proposto è stato trasformato in uno equivalente di tipo simmetrico. 
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^ \x-2y = 2 

[xy = 4 

Moltiplichiamo ambo i membri della seconda equazione per -2 (il coefficiente di y del¬ 
la prima equazione): 
jx — 2y — 2 
j - 2 xy = -8 

Poniamo -2y = u ottenendo il seguente sistema di tipo simmetrico: 

[ x + u = 2 
I xu = -8 

L’equazione risolvente in t è t 2 - 2t - 8 = 0; tale equazione fornisce le soluzioni: 
h = -2 e t 2 = 4. 

Nel piano xu avremo le due soluzioni Q = (-2; 4) e Q, = (4; -2), a cui, per effetto del cam¬ 
bio di variabile y = -m/2, corrispondono nel piano xy i punti: P = (-2; -2) e P = (4; 1). 


5.12 Equazioni di grado superiore al II 


5.12.1 Metodo generale di risoluzione e regola di Ruffini 

Si dice equazione di grado n ogni equazione che si presenta, o si può ridurre, nella forma se¬ 
guente (forma generale) 

P(x) = 0 

dove P(x) è un polinomio (razionale intero) di grado n rispetto alla lettera x indicante l’inco¬ 
gnita. 

Quando il primo membro P(x) di una equazione di grado n è scomponibile nel prodotto di due 
o più fattori A(x), B(x), C(x), ... H(x), l’equazione assume la forma 

A(x) • B(x) • C(x) • ... • H(x) = 0 

e, per la legge di annullamento del prodotto, si scinde nelle equazioni 

A(x) = 0 B(x) = 0 C(x) = 0 ... H(x) = 0 

che sono tutte di grado minore di n (infatti la somma dei loro gradi è n ) e hanno per soluzio¬ 
ni tutte quelle dell’equazione P(x) = 0. 

Operando in tali condizioni si dice che si abbassa il grado dell’equazione. 

Se si riesce a scomporre l’equazione P(x) = 0 in fattori di I e II grado si troveranno facilmen¬ 
te tutte le radici. 

I casi più semplici di abbassamento di grado di un’equazione s’incontrano nelle equazioni in¬ 
complete, prive di termine noto: la scomposizione del primo membro in fattori è immediata, 
per raccoglimento dell’incognita a fattor comune. 

^ x 4 + 3x 3 - 4x 2 = 0 

si abbassa di grado col semplice raccoglimento di x 2 a fattor comune 

x 2 (x 2 + 3x - 4) = 0 

da cui x 2 = 0 e x 2 + 3x - 4 = 0. 

In questo modo le radici sono x = 0;x = l;x = -4. 
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Altri notevoli casi di abbassamento di grado di una equazione corrispondono ai noti casi di scom¬ 
posizione di un polinomio in fattori: differenza di 2 quadrati, quadrato o cubo di un binomio, ecc. 

V- Equazione di VI grado incompleta, in forma tipica: 
x 6 - 16x 2 = 0 

si abbassa di grado con facili scomposizioni del suo primo membro. 

Si ha infatti: 

x 2 (x 4 - 16) = 0 

x 2 (x 2 + 4) (x 2 - 4) = 0 

x 2 (x 2 + 4)(x + 2) (x- 2) = 0 

così avremo x 2 = 0; x 2 + 4 = 0; x + 2 = 0; x - 2 = 0. 

Le soluzioni sono le radici dell’equazione data. 

Quando si conosce, o si riesce a trovare, una radice di una equazione P(x) = 0 di grado n, l’e¬ 
quazione si può scindere in una equazione di I grado e in una equazione di grado n— 1. 
Infatti se x x è una delle radici dell’equazione P(x) = 0, vuol dire che P(Xj) = 0 e quindi il poli¬ 
nomio P(x) è divisibile per il binomio (x - Xj). 

Il quoto Qj(x) della divisione P(x) : (x - Xj) è di grado n - \ e si può determinare applicando 
la regola di Ruffini. 

> óx 4 - 7x 3 - 4x 2 + 7x - 2 = 0 

Sappiamo i valori di 2 radici: +1 e -1. 

Se +1 è una radice, vuol dire che il primo membro si annulla per x = 1 quindi è divisi¬ 
bile perx-1. 

Calcolando il quoto con la regola di Ruffini si ha: 



6 

-7 

-4 

+7 

-2 

1 


6 

-1 

-5 

2 


6 

-1 

-5 

+2 

0 


Quindi l’equazione diventa (x - 1) (6x 3 - x 2 - 5x + 2) = 0, cioè: x - 1 = 0 e 6x 3 - x 2 - 5x 
+ 2 = 0 . 

Se -1 è una seconda radice, allora il primo membro è divisibile per x + 1 ; calcolando il 
quoto con Ruffini avremo: 



6 

-1 

-5 

2 

-1 


-6 

+7 

-2 


6 

-7 

+2 

0 


Quindi avremo (x + 1 ) (6x 2 - 7x + 2) = 0. 

L’equazione di IV grado si scinde in: (x - 1) = 0; (x + 1 ) = 0; 6x 2 - 7x + 2 = 0. 
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5.12.2 Equazioni binomie 

Sono di grado superiore al II e assumono, nella forma tipica, una forma analoga a quella del¬ 
le equazioni binomie di li grado. Il primo membro è formato dal termine di grado n ime 
dal termine noto. 

ax" + c = 0 


Le soluzioni reali (quando esistono) si ottengono trasportando c al secondo membro, dividen¬ 
do poi per a, ricavando x" ed estraendo la radice n ma per determinare x. 


> 64x 3 + 27 = 0 


x 


3 


27 

64 


> 81JC 4 -16 = 0 


4 


X 


16 
— H— 
81 



x 


3 

4 



Volendo tutte le altre radici (complesse) si deve abbassare il grado di ciascuna equazione uti¬ 
lizzando le soluzioni trovate (come visto nel paragrafo precedente). 


5.12.3 Equazioni trinomie. L’equazione biquadratica 

Si dicono equazioni trinomie le equazioni di grado pari (cioè rappresentabili con 2 ri) che nel¬ 
la forma tipica assumono una forma analoga a quella della equazione completa di II grado: 

ax 2 " + bx" + c = 0 


Risoluzione di una equazione biquadratica 

Le equazioni biquadratiche sono equazioni trinomie di IV grado (caso in cui n- 2) ed hanno 
la seguente forma tipica: 

ax 4 + bx 2 + c = 0 

La risoluzione si riconduce ad una equazione di II grado ponendo x 2 = z e quindi x = ± Jz. 
Sostituendo avremo 


le cui soluzioni saranno: 


az 2 + bz + c = 0 


z = 


-b ± \jb 2 - 4ac 
2 a 



Trovate Zj e z 2 si determinano le radici della data equazione in x risolvendo le due equazioni 
pure 


cioè 


1,2 


x 2 = Zj e X 2 = Z 2 


3,4 
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Le quattro soluzioni, allora, saranno: 

*l = +V^ *2 = -V^ *3= + V^ X 4 = ~sfe 

Queste quattro soluzioni si possono considerare riunite dalla formula 

—b ± \[b 2 - 4ac 

x = ±i - 

V 2 a 

detta formula generale per la risoluzione delle equazioni biquadratiche. 

> 9rd- lbt 2 +2 = 0 


: = + 


+ 11± V121- 72 
18 


: = + 


+11 ±749 
18 


: = + 


+ 11±7 


18 



72 

le quattro radici sono: Xj = 1 ; x 2 = - 1 ; x 3 = + ; x 4 = 


72 

3 


5.13 Equazioni razionali fratte 


Per equazioni razionali fratte si intendono quelle equazioni dove l'incognita compare an¬ 
che a denominatore di una frazione algebrica; la loro soluzione consta delle seguenti fasi: 

1 ) Definizione del campo di esistenza ovvero dei valori che rendono nulli i denominatori. 

2) Calcolo del m.c.m. dei denominatori. 

3) Moltiplicazione di ambo i membri che compongono l’equazione per il m.c.m. di cui al punto a). 

4) In tal modo otteniamo una equazione non più fratta ed equivalente a quella data detta for¬ 
ma normale della equazione. 

5) Calcolo delle soluzioni e confronto di queste con il campo di esistenza del punto a); sa¬ 
ranno accettabili solo quelle che non appartengono a tale insieme. 

6) Se richiesto, verifica delle soluzioni mediante sostituzione dei loro valori nella equazione 
data; dovrà risultare una identità. 

^ Risolvere la seguente equazione: 

1 1 _ 1 + 6x 

x + 3 x x 2 + 3x 
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c.e. x ^ 0, x ^ -3; m.c.d. = x(x + 3) 


_L_1_ 1 + 6x 

x + 3 x x(x + 3) 


r(x + 3) 


1 

* 

1 

* 

1 


1 + 6x 

_(x + 3)x_ 


x(x + 3)_ 


c(x + 3) 


-3 = -1 — 6x 
1 

x = — 

3 


La soluzione è accettabile perché diversa da 0 e -3 e sostituendo tale valore nella equa¬ 
zione data otteniamo: 

_27 __27 
10 ~ 10 

V- Risolvere la seguente equazione: 

3 6 _ 2x 

x+3 x+3 


c.e. x ^ -3; m.c.d. = x + 3 


(x + 3) 


3(x + 3) x 


x+3 x+3 


2x 
x + 3 


(x + 3) 


3x + 9 - 6 = 2x 


da cui 


x = -3 


La soluzione esiste ma non è accettabile perché annulla il denominatore; sviluppando i 

% -j- 3 

calcoli nell’equazione data si ottiene l’espressione : —- = 0 evidentemente assurda. 
^ Risolvere la seguente equazione: 


4-- 


3x-l 


x-2 x-2 


+ 1 


c.e. x ^ 2; m.c.d. = x - 2 


(x — 2) 


x — 2 


x — 2 x — 2. 


3x — 1 x — 2 

- 1 - 

x — 2 x — 2 


(x-2) 


4x — 8 — 1 = 3x — 1 + x — 2 
0 = 6 


Non esistono soluzioni: l’equazione è impossibile. 


edises 


EdiSES 





























418 Parte Quarta La prova orale di Matematica 


Risolvere la seguente equazione: 


4 + - 


2x 


x -1 x -1 


- + 2 


c.e. x ^ 1 ; m.c.d. = x - 1 


(x l) 


x-1 2 


2x x — 1 

4-+- 

= 

-+ 2- 

x — 1 x -1. 


. x — 1 x — 1 _ 


(x-1) 


4x — 4 + 2 = 2x — 2 + 2x 
-2 =-2 


Il risultato è una identità ciò significa che qualsiasi valore della incognita rende soddi¬ 
sfatta l’equazione ad eccezione di x = 1 che annulla il denominatore e fa perdere di si¬ 
gnificato le operazioni. 


5.14 Equazioni reciproche 


Una equazione ad una incognita, ridotta nella forma P(x) = 0 in cui P(x) è un polinomio ordi¬ 
nato secondo le potenze decrescenti di x, si dice equazione reciproca quando: 

1) i coefficienti dei termini estremi o equidistanti dagli estremi sono numeri uguali (I specie); 

2) i coefficienti dei termini estremi o equidistanti dagli estremi sono numeri opposti (II specie). 

Le equazioni di III, IV e V grado hanno le seguenti forme tipiche: 

- I specie 

ax 3 + bx 2 + bx + a = 0 

ax A + bx 3 + ex 2 + bx + a - 0 

ax 5 + bx 4 + ex 3 + ex 2 + bx + a = 0 

- II specie 

ax' + bx 2 - bx - a = 0 
ax A - bx 3 + bx — a - 0 
ax 5 + bx 4 + ex 3 - ex 2 -bx — a = 0 


NOTA. Nella equazione reciproca di II specie e di IV grado, che dovrebbe essere formata da 5 termi¬ 
ni, manca il termine di II grado (cioè quello centrale); infatti il suo coefficiente, come numero oppo¬ 
sto di se stesso, deve essere zero. 


Equazioni reciproche di grado dispari di I specie 

Ammettono sempre la soluzione x = -1. È sempre possibile, infatti, evidenziare un fattore (x + 1 ) 
come nell’esempio di III grado che segue: 

ax 3 + bx 2 + bx + a = 0 
a(x 3 + 1) + b(x + l)x = 0 
(x + 1 )[ax 2 + (b- a)x + a] = 0 
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Equazioni reciproche di grado dispari di II specie 

Ammettono sempre la soluzione x = +1. È sempre possibile, infatti, evidenziare un fattore (x - 1 ) 
come nell’esempio di 111 grado che segue: 


ax 3 + bx 2 - bx - a = 0 
a(x 3 - 1 ) + b(x - 1 )x = 0 
(x - l)[ax 2 + (b + ci)x + a] = 0 

Equazioni reciproche di IV grado di II specie 

Ammettono sempre la soluzione x = ±1. È sempre possibile, infatti, evidenziare un fattore (x 2 - 1 ) 
come nell’esempio che segue: 


ax 4 + bx 3 - bx - a = 0 
a(x 4 - 1 ) + b(x 2 - l)x = 0 
(x 2 - 1 )[ax 2 + bx + a] = 0 

Equazioni reciproche di IV grado di I specie 

Sono del tipo: 


ax 4 + bx 3 + ex 2 + bx + a = 0 

hanno il termine noto a 0 pertanto non ammettono x = 0 come soluzione; ciò rende possi¬ 
bile dividere l’equazione per x 2 ottenendo: 

ax 2 + bx + c + blx + alx 2 = 0 
a(x 2 + 1/x 2 ) + b(x + Hx) + c = 0 

Se poniamo (x + 1 /x) = y avremo (x 2 + 1/x 2 ) = y 2 - 2 da cui sostituendo: 

ay 2 + by + c - 2 = 0 

l’equazione di II grado nella variabile ausiliaria _v fornirà due soluzioni y ì e v 0 (reali se A > 0) 
attraverso le quali è possibile costruire le equazioni risolventi: 

(x + 1/x) = 

(x + 1/x) = y 2 

entrambe di secondo grado in x per un totale di quattro soluzioni. 


5.15 Equazioni irrazionali 


Sono dette irrazionali le equazioni dove l’incognita figura sotto radice in modo diretto o at¬ 
traverso sue funzioni. La strategia risolutiva prevede la razionalizzazione dell’equazione stes¬ 
sa ma con alcune cautele dovute al fatto che la razionalizzazione in alcuni casi può portare ad 
equazioni non propriamente equivalenti a quella data. 
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^ Risolvere la seguente equazione: 

3-x + V5-x = 0 risulta conveniente isolare la radice (fìg. a) 

V5 - x = x - 3 eleviamo al quadrato i due membri della equazione ottenendo 

x 2 - 5x + 4 = 0 da cui x t = 1 e x 2 = 4 

Se andiamo a verificare le due soluzioni così calcolate otteniamo: 

per Xj = 1 \'4 = -2 assurda perché la radice è da considerarsi positiva 

per x 2 = 4 VT = +1 identità accettabile 

Come appare evidente nel procedimento si è generata una radice che non è soluzione 
della equazione data e ciò è accaduto proprio nel processo di razionalizzazione che ha 
portato in “gioco”, attraverso l’elevazione al quadrato dei due membri (fig. b), anche 
l’equazione: 


V5 -x = - (x - 3) (fig. a) 




fig. a 


fig■ b 


I passi illustrati nell’esempio, compresa la verifica, possono costituire il processo riso¬ 
lutivo; si preferisce però impostare la soluzione di tali equazioni attraverso le conside¬ 
razioni che seguono. 

Caso a) equazione intera con radicale di indice pari 2 n riconducibile al tipo: 

2 ^ACv) = B(x) 


la condizione di realtà imporrebbe: 


A(x) > 0 
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la condizione di coerenza del segno, essendo per il radicale quello positivo, impone anche per 
il secondo membro: 


B(x) > 0 

Tale condizione evita a priori il rischio di accettare come soluzione le radici che possono na¬ 
scere dalla razionalizzazione. 

La razionalizzazione dell’equazione data fornisce: 

A(x) = [B(xj\ ln 

Quest’ultima equazione include la prima condizione di realtà, dovendo essere il radicando 
uguale a una potenza di indice pari (sempre > 0), e le sue soluzioni che rispettano la condi¬ 
zione di coerenza del segno saranno quelle cercate. 

Riassumendo, le soluzioni saranno fornite dal sistema misto (ossia da un sistema composto 
da un’equazione e da uno o più disequazioni): 

\B{x) > 0 
|a(x) = [fi(x)f" 


Nell’esempio citato avremo: 


x >3 

x 1 = 1 esclusa 
x 2 = 4 accettabile 

Caso b) equazione intera con più radicali di indice pari di diverso valore: 

2 ÌMx) = 2 ÌB(xj 


fx - 3> 0 
|x 2 - 5x + 4 = 0 


La condizione di realtà impone: 


A(x) >0 e B(x) > 0 
la concordanza dei segni è manifesta nel testo. 

Si trasformano gli indici attraverso il m.c.m. degli stessi che chiameremo 2 p e si elevano a 
potenza 2 p ambo i membri della equazione; ne risulta il sistema misto seguente: 

A(x) >0 

■ B(x) >0 dove: f = p/n e g = p/m 

[A(x)f = [B(x)f 
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^ Risolvere la seguente equazione: 


V X + 1 


4 


x 2 —5x +4 


m.c.m degli indici = 4;/ = 4/ 2 e g = 4/4 


x + 1 > 0 


x>—1 

x 2 - 5x + 4 > 0 

=> ■ 

x < 1; x > 4 => • 

(x + l) 2 = x 2 — 5x + 4 


7x - 3 = 0 


x > -1 

-1 < x < 1 u x > 4 
x = 3/1 accettabile 


Caso c) equazione con radicali di indice dispari. 

Non ci sono condizioni di realtà e di concordanza dei segni; è sufficiente elevare ambo i mem¬ 
bri al m.c.m. degli indici o all’indice di radice se unica e risolvere l’equazione risultante. 

^ Risolvere la seguente equazione: 


x + V 4 —x 2 x - V 4 —x 2 


4 - x 2 >0 
X + y/4- x 2 * 0 
x - V4 - x 2 st 0 


condizioni di realtà -2 < x < 2 

annullamento del denom. => (*) ■ 
annullamento del denom. x t ±s f2 


Svolgendo i calcoli (nello specifico ne consegue la razionalizzazione dei denominatori): 


2x 2x 2 — 4 
2x 2 -4~ 2x 2 - 4 


C.E. x * ±V2 (condizione già esistente) 


Eliminando ora i denominatori: 

x 2 - x - 2 = 0 


da cui 



soluzioni entrambe accettabili per le (*) 


5.15.1 Equazioni irrazionali fratte 

Se l’equazione irrazionale non è intera si può ridurre a forma intera moltiplicando tutti i ter¬ 
mini per il minimo comune multiplo dei denominatori. 

V- Sia da risolvere l’equazione: 



3 _ 

x 
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Per la realtà del radicale dovrà essere 1- x > 0, cioè x < 1 e, per 1’esistenza delle frazioni, deve 
essere x * 0: 

C.E. :x<0v0<x< 1 

Il m.c.m. dei denominatori è: 

(1 + Vi — x) (1 - Vi -x) = 1-1 + x = x 
Moltiplichiamo ambo i membri per x * 0, e otteniamo 

9(1 - + 4(1 + VT^x) = 3 

cioè 

Vi — x—2 

che per le condizioni di esistenza si riduce a 

1 - x = 4 — > x = -3 

Il valore -3, soddisfacendo ad entrambe le condizioni prima poste, è la soluzione dell’equa¬ 
zione data. 
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Capitolo 6 

Disequazioni algebriche 


6.1 Disuguaglianze e relative proprietà - Intervalli 


Richiamiamo le proprietà elementari delle disuguaglianze tra numeri relativi, cominciando con 
il ricordare che: dati due numeri reali a e b, si dice che il numero a è minore del numero b, e 
si scrive: 

a <b, 

se esiste un numero reale positivo c che, addizionato ad a, dia per somma b\ cioè tale che sia: 

a + c = b 


Detto questo, dimostriamo le seguenti proprietà: 

l a ) Aggiungendo a numeri diseguali lo stesso numero, si ottengono numeri diseguali dello 
stesso senso; cioè, per esempio, se è: 

a < b. 


allora è anche: 


qualunque sia il numero c. 


a + c < b + c 


Infatti, s eè a <b, ciò significa che esiste un numero positivo d, tale che: 

a + d = b 


Aggiungendo ad ambo i membri il numero c, si ha: 

a + d + c = b + c, 

da cui, per la proprietà commutativa e associativa: 

(a + c) + d - b + c. 

Il che equivale a dire che: 

a + c < b + c 

In particolare: 

a < b equivale a: b - a > 0, oppure a: a - b < 0; 
a > b equivale a: a - b > 0, oppure a: b - a < 0. 

2 a ) Due disuguaglianze dello stesso segno si possono addizionare membro a membro, otte¬ 
nendo una disuguaglianza dello stesso segno ; cioè, per esempio, da: 

a < b e c < d 
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si deduce: 


a + c <b + d 


Infatti, per la proprietà precedente, si ha: 

a<b=>a + c<b + c 
e 

c<d=$b + c<b + d 

da cui, per la proprietà transitiva: 

a + c < b + d 

Si noti che, in generale, non è lecito sottrarre membro a membro delle disuguaglianze. 

3 a ) Moltiplicando (o dividendo) ambedue i membri di una disuguaglianza per uno stesso nu¬ 
mero positivo, si ottiene una disuguaglianza dello stesso segno. 

Cioè, se è: 

m > 0, da: a < b segue: ma < mb 

Infatti se è a < b, è anche b - a> 0, ed essendo m > 0, risulta: 

m(b - a) > 0, cioè: mb - ma > 0 

ossia: 


ma < mb 


4 a ) Moltiplicando (o dividendo) ambedue i membri di una disuguaglianza per uno stesso nu¬ 
mero negativo, si ottiene una disuguaglianza di segno contrario. 

Cioè, se è: 

m < 0, da: a <b, segue: ma > mb 


Infatti, a <b equivale a b - a > 0, ed essendo m < 0, risulta: 

m(b - a) < 0, cioè: mb - ma < 0 


cioè: 


ma > mb 


In particolare: 

Cambiando segno ad ambo i membri di una disuguaglianza, la disuguaglianza cambia 
verso. 

Infatti cambiare segno a un numero significa moltiplicarlo per -1. 

Da - 7 < - 3, si ricava: 7 > 3 
Da 2 > - 3, si ricava: - 2 < 3 

Altre proprietà, di facile dimostrazione, sono le seguenti: 

5 a ) Moltiplicando membro a membro due disuguaglianze dello stesso segno fra numeri posi¬ 
tivi, si ottiene una disuguaglianza dello stesso segno. 

Cioè, se a, b, c, d sono numeri positivi, da: 

a > b e c > d 

segue: 

ac > bd 
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6 a ) Se a e b sono numeri entrambi positivi o negativi: 

a< b , si deduce: — > -J- 
a b 

a > b, si deduce: — < 7- 
a b 


7 a ) Se a e b sono due numeri reali positivi e n un numero intero positivo, allora: 

a> b => a" > b" 
a < b => a" < b" 

e viceversa. 


8 a ) Se a e b sono numeri negativi ed n un numero intero positivo, da: 

a > b => a" > b" se n è dispari, 

«>/?=> a" < b n se n è pari. 


9 a ) Se m e n sono numeri interi e positivi ed a un qualsiasi numero positivo, diverso da uno, 
da m > n segue : 


a m > a", se è a > 1 


e: 

a m < a", se è a < 1 


e viceversa. 


Infine, si danno le seguenti definizioni: 

Dati due numeri reali a e b, con a < b: 

1 ) Si chiama intervallo aperto di estremi a e b, e si indica con: 

(a, b ) oppure ]a, b[ 

l’insieme di tutti i numeri reali x, tali che: 

a <x < b. 

2) Si chiama intervallo chiuso di estremi a e b, e si indica con: 

[a, b] 

l’insieme di tutti i numeri reali x, tali che: 

a <x < b 


6.2 Disequazioni, definizioni e proprietà 


6.2.1 Definizioni 

Una disequazione è una relazione di disuguaglianza tra due espressioni in cui sono presenti 
delle incognite. 

Siano/(x) e g(x) due funzioni di dominio (campo di esistenza) comune A, e codominio B, or¬ 
dinato dalla relazione <. 
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Generalmente A è un insieme di numeri reali, cioè un sottoinsieme di R. 

Si pone allora il problema di sapere se esistono dei valori della re A, per i quali risulta: 

f(x)<g (x) 

Tale problema si chiama disequazione nell’incognita x. 

Si dà, cioè, la seguente definizione: 

Date due funzioni f (x) e g (x) di un insieme A in un insieme B, ordinato dalla relazione <, la 
relazione: 

f(x) < g (x), 

scritta allo scopo di determinare gli eventuali valori x* della x per i quali vale la disugua¬ 
glianza numerica: 

f(x*) < g (x*), (1) 

si chiama disequazione nell’incognita x. 

Le funzioni/(x) e g(x) si chiamano, rispettivamente, primo e secondo membro della disequa¬ 
zione. 

Ogni elemento x* e A tale ehe/(x*) < g(x*) si dice soluzione della disequazione. 

L’insieme S di tutte le soluzioni viene detto insieme soluzione (o delle soluzioni). 

Tale insieme è un sottoinsieme di A e si ha, per definizione: 

5 = {x*|x* gA e /(x*)<g(x*)} 

Risolvere la disequazione (1) significa determinare l’insieme soluzione. 

Il termine x si chiama incognita della disequazione. 

Generalmente, l’insieme S delle soluzioni contiene infiniti numeri; tuttavia, esistono anche di¬ 
sequazioni il cui insieme soluzione è vuoto, oppure contiene un numero finito di soluzioni. 

Una disequazione si può definire anche a partire dalle relazioni: 

/(x) > g (x), oppure: /(x) > g(x); oppure:/(x) < g(x) (2) 

La risoluzione delle disequazioni (1) e (2) è particolarmente semplice quando /(x) e g (x) 
sono espressioni polinomiali. 

In tal caso le disequazioni vengono dette razionali intere. 

^ (1) Risolvere la disequazione: x - 4 > 0 

L’insieme soluzione è costituito da tutti i numeri reali maggiori di 4. Si scrive: x > 4. 

^ (2) Risolvere la disequazione: (x - 7) 2 > 0 

L’insieme soluzione è dato da tutti gli x reali diversi da 7, cioè: 

S = R- {7} 

^ (3) Risolvere la disequazione: x 2 + 5 > 0 

Risulta: S = R 

^ (4) Risolvere la disequazione: - x 2 - 3 > 0 

Risulta: S = 0 
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Il concetto di equivalenza ed i teoremi visti a proposito delle equazioni possono essere estesi 
facilmente anche alle disequazioni: 

1) Due disequazioni si dicono equivalenti quando ammettono le stesse soluzioni; cioè quan¬ 
do hanno lo stesso insieme soluzione. 

2) Aggiungendo ad ambo i membri di una disequazione razionale intera uno stesso polino¬ 
mio, si ottiene una disequazione equivalente alla data. 

Da questo teorema risulta che si può trasportare un termine da un membro all’altro di una 
disequazione, purché si cambi segno a tale termine. 

3) Se a è un numero reale, la disequazione: 

f(x) > g (x) 

è equivalente alla: a ■ f(x)> a ■ g (x), se a > 0 
è equivalente alla: a ■ f(x) < a ■ g (x), se a < 0 

Da qui segue una proprietà fondamentale. 

6.2.2 Proprietà fondamentale delle disequazioni 

Si possono cambiare di segno tutti i membri di una disequazione purché si cambi il verso del¬ 
la disequazione. 

Ciò, infatti, equivale a moltiplicare i due membri per -1. 

In base a queste proprietà è possibile trasportare tutti i termini di una disequazione razionale 
intera, in un medesimo membro, e ridurre i termini simili, dando alla disequazione la forma: 

P(x) > 0 

dove P(x) è un polinomio ridotto a forma normale. 

Il grado del polinomio P(x) si chiama grado della disequazione razionale intera. 

^ Data la disequazione: x 2 —2 1 2r 2 —5 

2 < 6 3 

Moltiplicando ambo i membri per 6, si ottiene la disequazione equivalente: 

3x 2 - 6 < 1 - 4x 2 + 10 

ossia, trasportando tutti i termini nel primo membro e riducendo i termini simili: 

7x 2 - 17 < 0 

che è una disequazione di II grado. 


6.3 Disequazioni lineari (di I grado) 


Una disequazione razionale intera lineare (odi primo grado) ad una incognita si può sempre 
ridurre alla forma: 

ax + b > 0, oppure ax + b < 0 

nelle quali è sempre lecito supporre a > 0, perché, in caso contrario, basta cambiar di segno 
a tutti i termini, e invertire il verso della disequazione. 
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Sviluppando la disequazione otteniamo: 

ax> - b oppure ax < - b 

da cui, dividendo ambo i membri per il numero positivo a, si deduce: 

b b 

x >— oppure x < — 
a a 

che rappresentano gli insiemi delle soluzioni. 

Nel piano cartesiano, la funzione y = ax + b descrive una retta di coefficiente angolare a, che 
interseca l’asse delle ascisse nel punto x = - b/a\ pertanto, risolvere la disequazione data si¬ 
gnifica, da un punto di vista geometrico, individuare l’intervallo di valori sull’asse x per i 
quali l’ordinata y risulta del segno indicato nella disequazione stessa. 




Nelle figg. 1 e 2 il segno del polinomio di primo grado è rappresentato a tratto continuo quan¬ 
do è positivo e a tratto discontinuo quando è negativo. 


^ Risolvere la disequazione: 

x + —x + 3x + 2x — 2< x + 3 + 3x 
2 


Eliminando il denominatore, cioè moltiplicando ambo i membri per 2, si ha: 

13x - 4 < 8x + 6 


e trasportando tutti i termini al primo membro e riducendo i termini simili, si ottiene: 


da cui si ricava: 


5x - 10 < 0 

5x < 10 cioè x < 2 
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La disequazione quindi è soddisfatta da tutti i valori della x minori di 2. 
^ Risolvere la disequazione letterale: 

a(x - 1 ) > x — 2 

L’equazione data si può scrivere nel seguente modo: 

(a - 1) x > a - 2 

e, perciò, dobbiamo distinguere tre casi: 

- Se a > 1 cioè a - 1 > 0 

a — 2 

risulta: x > T 
a — 1 

- Se a = 1 si ha 0 > - 1 
che è vera Vx e R. 

- Se a < 1 cioè a - 1 < 0 

a —2 

risulta: x <- 

a — 1 


6.4 Disequazioni di II grado 


Una disequazione razionale intera di 2° grado (ad una incognita) si può sempre ridurre alla 
forma: 


oppure alla forma: 


ax 2 + bx + c > 0 
ax 2 + bx + c < 0 


( 1 ) 

( 2 ) 


Per risolvere la disequazione (1) o (2) calcoliamo il discriminante A = b 2 - 4ac del trinomio 
ax 2 + bx + c ed analizziamo i tre casi, in funzione del valore del discriminante: 


1 ° Caso A > 0 
2° Caso A = 0 
3° Caso A < 0 


La risoluzione delle disequazioni di secondo grado può realizzarsi graficamente, facendo ri¬ 
ferimento all’equazione associata ax 2 + bx + c = 0 e, in particolare, al grafico della funzione 
y = ax 2 + bx + c, con a, b, c e R e a * 0. Tale grafico si rappresenta con una parabola , la cui 
concavità volge verso l’alto quando il coefficiente del termine di secondo grado a è positivo 
e verso il basso quando a è negativo; inoltre, la parabola interseca Tasse x o meno a seconda 
del segno del discriminante A della funzione. Pertanto, lo studio del segno di un trinomio per¬ 
mette di risolvere, da un punto di vista geometrico, le disequazioni di secondo grado che as¬ 
sumono una delle due forme espresse dalla (1) o dalla (2). 
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1° Caso (Discriminante positivo) 

Poniamo A > 0 

In tal caso l’equazione ax 2 + bx + c = 0 ammette due radici reali e distinte x 1 e x 2 con x 1 < x 2 
e, come è noto dall’algebra, si ha la seguente scomposizione: 

ax 2 + bx + c = a(x - Xj)(x - x 2 ) (3) 

Se diamo alla variabile x valori esterni all’intervallo delle radici, cioè maggiori di x v oppure 
minori di x v allora le differenze (x-xq) e (x-x 2 ) risultano entrambe positive oppure entrambe 
negative. 

Perciò il prodotto (x - xq) • (x - x 2 ) è sempre positivo. 

Pertanto, dalla (3) segue che: 

“Il trinomio ax 2 + bx + c ha il segno del suo primo coefficiente per tutti i valori della x ester¬ 
ni all’intervallo delle radici.” 

Se, invece, diamo alla x valori interni all’intervallo delle radici, e cioè valori maggiori di x t e 
minori di x, allora la differenza x - xq risulta positiva, mentre la differenza x - x, risulta nega¬ 
tiva. 

Pertanto anche il prodotto (x - x t ) • (x - x 2 ) risulta negativo. 

Perciò 

Il trinomio ax 2 + bx + c ha il segno opposto a quello del suo primo coefficiente per tutti i va¬ 
lori della x compresi fra le radici. 

In termini geometrici, la parabola interseca l’asse delle ascisse nei punti x 2 e x 2 (reali e di¬ 
stinti) come indicato nelle fìgg. 3h e 4h e il segno del coefficiente a ne determina la concavi¬ 
tà. Dai grafici risulta evidente il segno assunto dalla funzione alPinterno ed all’esterno degli 
intervalli individuati dalle radici. La scomposizione di cui al punto (3) ci suggerisce anche un 
altro metodo risolutivo che passa attraverso la rappresentazione dei segni dei singoli fattori 
della scomposizione. Il segno del polinomio di secondo grado è il risultato del prodotto alge¬ 
brico dei tre fattori per ogni valore dell’ascissa (fìgg. 3k e 4k dove il tratto continuo indica il 
segno positivo). 


y 

a > 0 


y = a(x - x,)(x 

+ \ 

3h \ 

/ + 

x\o 

- /x 2 X 

y = ax 2 + bx + c 

X 

X-Xi 


X-X2 


a 


3k 



fig■ 3 
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2° Caso (Discriminante nullo) 

Poniamo A = 0 , 

b 

In tal caso, l’equazione ax 2 + bx + c = 0 ha due radici coincidenti x 1 = x 2 = -, perciò il tri¬ 
nomio si scompone nel seguente modo: ^ a 


2 

ax 


+ bx+c = a(x — 



e quindi: 

Il trinomio ax 2 + bx + c ha il segno del suo primo coefficiente per ogni valore della x, diverso 
b 

da - per cui esso si annulla. 

2 a 

In questo caso la funzione, nel piano cartesiano, descrive una parabola con il vertice sull’as¬ 
se delle ascisse (zeri della funzione reali e coincidenti in un unico valore) e assume valori di 
segno concorde con quello del coefficiente a per tutti gli altri valori di jc; la disequazione am¬ 
mette quindi soluzioni (su tutto l’asse reale privato della radice) solo se di verso concorde con 
il segno di detto coefficiente. 




3° Caso (Discriminante negativo) 

Poniamo A < 0 

In questo caso l’equazione di secondo grado 

ax 2 + bx + c = 0 


non ha soluzioni reali quindi utilizza la seguente identità 


ax 2 + bx + c = a 



A 

4Ó 2 
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Il termine nella parentesi quadra è sempre positivo, qualunque sia il valore attribuito alla x, 
perciò: 

Il trinomio ax 2 + bx + c ha sempre il segno del suo primo coefficiente, e non si annulla mai. 

La funzione rappresenta ancora una parabola ma le radici del polinomio di secondo grado 
sono ora complesse e quindi non rappresentabili sull’asse x\ questo comporta una uniformità 
di segno del grafo della funzione stessa che risulta, come già osservato, totalmente concorde 
con il segno di a. 




Dalle fìgg. 7 e 8 si evince che i casi: 

ax 2 + bx + c < 0 (con a > 0) ax 2 + bx + c> 0 (con a < 0) 

non ammettono soluzione. 


Nelle tabelle che seguono si cerca di riassumere quanto detto: 


a > 0 

A = b 1 - 4ac 

ax 2 + bx + c > 0 

ax 1 + bx + c < 0 

A > 0 

La disequazione è soddisfatta da tutti i 
valori della x esterni all'intervallo che 
ha per estremi le radici del trinomio 

La disequazione è soddisfatta da tutti i 
valori della x interni all’intervallo che 
ha per estremi le radici del trinomio 

A = 0 

La disequazione è soddisfatta da tutti i 

b 

valori della x tranne il valore - , per 

2 a 

il quale il trinomio si annulla 

La disequazione non ammette soluzio¬ 
ni 

A < 0 

La disequazione è soddisfatta da tutti i 
valori reali della x 

La disequazione non ammette soluzio¬ 
ni 


a < 0 

A = b 1 - 4 ac 

ax 2 + bx + c> 0 

ax 2 + bx + c < 0 

A > 0 

La disequazione è soddisfatta da tutti i 
valori della x interni all’intervallo che 
ha per estremi le radici del trinomio 

La disequazione è soddisfatta da tutti i 
valori della x esterni alfintervallo che 
ha per estremi le radici del trinomio 


(segue) 
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a < 0 

A = 0 

La disequazione non ammette soluzioni 

La disequazione è soddisfatta da tutti i 



b 

valori della jc, tranne il valore-, 

per il quale il trinomio si annulla ~ a 

A < 0 

La disequazione non ammette soluzioni 

La disequazione è soddisfatta da tutti i 
valori reali della x 


Volendo schematizzare ulteriormente quanto detto possiamo scrivere: 


a> 0 

A = b 1 - 4ac 

ax 2 + bx + c > 0 

ax 2 + bx + c < 0 

A > 0 

Vjc e ]-<*>, jq[ u]x 2 ,+°°[ 

Vjc e ]:q 

A = 0 


0 

A < 0 

\/xeR 

0 


«r < 0 

A = b 2 - 4ac 

ax 2 + bx + c > 0 

ax 2 + bx + c < 0 

A > 0 

V.t e ]-*i,x 2 [ 

Vx e ]—°°,x,[ u]x 2 ,+°°[ 

A = 0 

0 


A < 0 

0 

\/xeR 


x 2 4 x 2 

Risolvere la disequazione:- x >-. 

3 3 2 

Eliminando i denominatori e semplificando, si ottiene: 

5x 2 - 6x - 8 > 0 

Il discriminante dell’equazione è positivo e tale equazione ha le radici che valgono 

4 _ 

x, =- ex, = 2. 

5 2 

Allora la disequazione, essendo il coefficiente a > 0, è soddisfatta per tutti i valori del- 

4 

la x maggiori di 2 e per tutti i valori della x minori di — — . 

Si suole anche scrivere: 


Vx e 




u]2, +°°[ 
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^ Risolvere la disequazione: - x 2 + 9x - 14 > 0. 

Essendo A = 25 > 0, x 1 = 2, x 2 = 7, essendo il coefficiente a < 0, la disequazione è soddisfat¬ 
ta per i valori della x appartenenti all’intervallo (2, 7), cioè per: 

2 < x < 1 

Si può anche scrivere: Vx e ]2, 7[ . 


6.5 Sistemi di disequazioni lineari e di II grado 


Un sistema di disequazioni razionali intere è costituito da due o più disequazioni razionali in¬ 
tere con una sola variabile, le quali debbono essere soddisfatte contemporaneamente. 

Ogni soluzione comune a tutte le disequazioni di un sistema si chiama soluzione del sistema. 
Risolvere un sistema di disequazioni significa trovare tutte le soluzioni del sistema. 

In generale, per risolvere un sistema, si procede nel modo seguente: 

a) Si risolvono, una a una, le disequazioni date; cioè si determinano gli insiemi soluzioni S , 
S,, ..., di ciascuna di esse. 

b) Si esamina se vi sono soluzioni comuni alle disequazioni del sistema; cioè si considera 
rinsieme S = S n S 2 n ..., intersezione degli insiemi così determinati. 

Tale insieme è l’insieme soluzione del sistema. 

- Se esistono soluzioni comuni (cioè se S * 0) queste si dicono soluzioni del sistema. 

- Se non esistono soluzioni comuni (cioè se S = 0) si dice che il sistema è impossibile, 
oppure che le disequazioni sono fra loro incompatibili. 

^ Risolvere il sistema di disequazioni: 


x — 1 5x+1 ^ 

~T~ 3 

5x -1 2x — 1 . 

-+-> 1 

l 3 6 


Risolvendo separatamente le due disequazioni, si trova che la prima è soddisfatta per 

3 

x < 1, e la seconda per x > — . 

4 

Questi risultati sono rappresentati graficamente (con tratto continuo) nella figura se¬ 
guente, dalla quale si deduce che il sistema dato è soddisfatto dai numeri reali tali che: 

3 

— < x < 1 

4 


l a diseq. 
2 a diseq. 


0 


1 


3/4 


edises 


EdiSES | 

















436 Parte Quarta La prova orale di Matematica 
^ Risolvere il sistema di disequazioni: 


V-1<0 

- a' 2 -9<0 
x — 7 > 0 


La prima disequazione è soddisfatta per: - 1 < x < 1 ; la seconda disequazione per: - 3 
< x < 3; la terza per: x > 7. 


-3 -10 1 3 7 



Si deduce che il sistema non ha soluzioni oppure che Finsieme S delle soluzioni è vuoto, cioè: 


S = 0 

oppure che le disequazioni sono fra loro incompatibili. 

V- Risolvere il sistema di disequazioni: 

x 2 __ x—2 
3 3 < ~2~ 

< 

x + 2 1 — x 2x + 1 

- 1 ->- 

l 2 3 2 

Risolvendo separatamente le due disequazioni, si trova che la prima è soddisfatta per x 

„ , , 11 
> 2, la seconda per x > - — . 

Risulta che Finsieme delle soluzioni della prima disequazione del sistema è contenuto 
nell’insieme delle soluzioni della seconda disequazione del sistema: 

Sj c S 2 e quindi n S 2 = S, 

Pertanto il sistema è soddisfatto per: x > 2 


-11/7 0 2 
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^ Risolvere il sistema di disequazioni: 

jx 2 — 8x + 15 > 0 
[2 .x: 2 -15jc + 7<0 

La prima disequazione è soddisfatta per: 

Vx e ] —°°, 3[u]5,+°o[ 
La seconda disequazione è soddisfatta per: 


Vx e 


— ,7 
2 


Si deduce allora che il sistema dato è soddisfatto per 


— < x < 3 e per 5 < x < 7 
2 


o, equivalentemente: 


Vx £ 


1 3 
2 ’ 


u]5,7[ 


come si può anche facilmente vedere dalla figura seguente, in cui abbiamo segnato con 
tratto continuo gli intervalli dove sono soddisfatte contemporaneamente le disequazioni. 


l a diseq. _ 


2 a diseq. 



^ Risolvere il sistema di disequazioni: 


3x _ x , 
— + 2 > —+1 
5 3 

x 1 + 3x -10 < 0 
x 2 +x — 2>0 
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La prima disequazione è soddisfatta per: 


15 

x>- 

4 

la seconda per: 


- 5 < x < 2 


e la terza per: 


x < - 2 e per x > 1 
Allora, come si vede anche dalla seguente figura: 


l a diseq. 
2 d diseq. 
3 a diseq. 



il sistema è soddisfatto per: 


15 

-< x < 


4 


-2 


e per 


1 < x < 2 


oppure equivalentemente: 


Vx e 



u]l,2[ 


6.6 Disequazioni razionali fratte (frazionarie) 


Si chiama disequazione razionale fratta ogni disequazione razionale nella quale l’incognita 
compare anche al denominatore. 

Tutte le disequazioni razionali fratte possono essere ridotte, dopo opportune semplificazioni 
algebriche, nella forma: 


/(*) 

<?(■*) 


>0 


dove/(x) e g (x) denotano due funzioni polinomiali nella variabile x. 
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La disequazione ottenuta è soddisfatta per quei valori della x per i quali i due polinomi/Or) e g 
(x) assumono valori dello stesso segno, cioè le soluzioni sono date dalle soluzioni del sistema: 

|/W> 0 

j g{x)>0 


e da quelle del sistema: 


f/W<o 

\g(x)<0 

Pertanto: “La soluzione di una disequazione razionale fratta si riconduce alla risoluzione di 
due sistemi di disequazioni razionali intere.” 


Risolvere la seguente disequazione: —5 -> 0 . 

2jc —x—6 

Le soluzioni ci saranno date dai seguenti sistemi: 

f2 Ijv — 7 > 0 f21x — 7 < 0 

\2x 2 —x — 6>0 \2x 1 — x — 6<§ 

Dalla risoluzione dei due sistemi si trova che il primo è soddisfatto per tutti i valori del¬ 
la x per i quali è: 

x > 2 

mentre il secondo per tutti i valori della x per i quali è: 


3 1 

-< x < — 

2 3 

La disequazione di partenza sarà soddisfatta dall’unione delle suddette soluzioni, cioè: 

3 1 

— < x < — ex >2 


oppure, equivalentemente, ^x e 


3 1 
2’ 3 


u]2, +°°[ 
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NOTA. La soluzione di una disequazione razionale fratta può essere ottenuta più agevolmente ricorren¬ 
do alla rappresentazione grafica, già vista in precedenza. 

In particolare sopra una retta si rappresenta con tratto continuo l’intervallo (o gli intervalli) dove il 
polinomio numeratore risulta positivo, e con tratti alternati l’intervallo (o gli intervalli) ove risulta ne¬ 
gativo (vedi figura sottostante). 

La stessa cosa si fa, sopra una seconda retta, per il polinomio al denominatore. 

A questo punto si rileva facilmente quali sono gli intervalli dove i due polinomi assumono valori del¬ 
lo stesso segno e quali, invece, quelli dove assumono valori di segno contrario. 

Nell’esempio specifico appena trattato, si ha: 


1/3 

| 



-3/2 2 


3 1 

E evidente che i due polinomi sono entrambi positivi per y > 2 ed entrambi negativi per — <x< 

2 3 

Il vantaggio di questo metodo è che si risolve solo uno dei due sistemi, perché le soluzioni dell’altro 
si ottengono graficamente, poiché sono rappresentati dalla parte tratteggiata comune. 


V- Risolvere la disequazione: 


->3- 

x+2 x—1 

Trasportiamo tutti i termini al primo membro ed eseguiamo le operazioni ottenendo: 


—2x" +3x + 2 

- 5 - >0 

x + x — 2 

Le soluzioni ci saranno date dai seguenti sistemi 

j— 2x 2 + 3x + 2 > 0 j— 2y 2 + 3y + 2<0 

[x 2 + x —2>0 [x 2 +x —2<0 


Il primo sistema è soddisfatto per: 


1 < x < 2 


ed il secondo per: 


—2 < x < — 
2 
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Allora la disequazione data è soddisfatta per: 


1 


—2 < x < — e per 1 < x < 2 
2 


che equivale alla seguente rappresentazione grafica: 

- 1/2 



6.7 Disequazioni irrazionali 


Una disequazione si dice irrazionale quando l’incognita figura sotto il segno di radice. 

In questa sede tratteremo esclusivamente i casi particolari. 

Siano A(x) e B(x) due polinomi interi della variabile x oppure quozienti di polinomi interi: 

1 ) A(x) > 

2) A(x) < a lB(x)\ 

3) A(x) > 'Wx) e A(x) < ijB(x) «dispari; 

4) A(x) > 'jB(x) e A(x) < 'ilB(x ) «pari. 

1° Caso. 

Consideriamo la disequazione: 

A(x) > (*) 

Osserviamo immediatamente che iB(x) ha senso soltanto per vaolori della x per i quali risulta: 

B(x) > 0 

ne consegue che V B(x ) > 0 (in quanto supponiamo che il radicale sia preceduto dal segno +) 
e quindi dovrà anche essere: 


A{x) > 0 


altrimenti la disequazione (*) è assurda. 
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Allora la (*) è una disequazione fra quantità positive e quindi, in base alla proprietà n. 7 del 
primo paragrafo, possiamo elevare al quadrato ambo i membri della (*), ottenendo: 


[A(x)f >B(x) 

ne consegue che la disequazione (*) è equivalente al sistema: 

A(x)> 0 
■ B(x)> 0 
.[ A(x)f > B{x) 


Il 1° caso lo si può concludere affermando che: 


A(x) > tJb(x) <=> 


A(x )>0 
< 5(x)>0 
[A(x)f > B(x) 


^ Risolvere la seguente disequazione: 

3x - 4 > \l9x 2 - 27x +14 

La disequazione, in base a quanto visto, risulta equivalente al seguente sistema: 

3x - 4 > 0 
• 9x 2 - 21 x +14 > 0 
9x 2 - 21 x + 14 < (3x - 4 ) 2 

Dalla risoluzione delle disequazioni del sistema otteniamo: 


Vx e 


4 

— ,+oo 

3 


<=> 


4 

x > — 
3 



2 


'7 

Vx e 

—oo - 

3 

u 

— +oo 

_3 






2 

x < — 
3 


e x > — 
3 


Vx< 


2 

-+oo 

3’ 


2 

x > — 
3 


Le suddette soluzioni ci forniscono l’intervallo di soluzioni del sistema e quindi anche 
della disequazione proposta, cioè: 
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Vx e 


7 

— -f-oo 

3’ 


7 

<t=>x>- 

3 


2° Caso. 

Consideriamo la disequazione: 

A(x) < V B(x ) (**) 


Bisogna anzitutto porre: 


B(x) > 0 

dopo di che si vede facilmente che la disequazione (**) è soddisfatta dall’unione delle solu¬ 
zioni dei seguenti sistemi: 


jA(x ) < 0 

]fl(x)>0 


A(x)> 0 
< B(x) >0 
[A(x)] 2 < B(x) 


Osservando il secondo sistema, notiamo che la seconda disequazione (B(x) >0)è contenuta nella 
terza equazione del sistema j[A(x)]" < B(x)J, quindi il secondo sistema equivale al seguente: 

f A(x )>0 
|[ A(x)] 2 < B(x) 


Il 2° caso lo si può concludere affermando che: 


A(x) < tJb(x) <=> 


fA(x)< 0 |A(x)>0 
[B(x)>0 U |[A(x)] 2 <£(x) 


^ Risolvere la seguente disequazione: 

3x - 7 < >/ 9x 2 - 19x+ 2 

la disequazione, in base a quanto visto risulta equivalente ai seguenti sistemi: 


f 3x - 7 < 0 f 3x — 7 > 0 

[9x 2 - 19x + 2 > 0 U |(3x - 7) 2 < 9x 2 - 19x + 2 


le soluzioni dei due sistemi sono, rispettivamente: 
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Vx e 

7 

—OO - 

7 

<=»x<- 

Vx e 

'7 

- -{-OO 


’3 

r 

—oo — 

’ 9 _ 

3 

u ■ 

u[2,+°o[ <=>x < — e x>2 


.3’ 

'47 

- 4-00 

_23’ 

Vx e 

Vx e 


<=>x> 


7 

3 


47 

23 


Le suddette soluzioni ci forniscono l’intervallo di soluzioni del sistema e quindi anche 
della disequazione proposta, cioè: 

u[ 2 ,+°°[ <=> x < — “oppure” x >2 


Vx e 


1 

—oo — 

’ 9 


3° Caso. 

Consideriamo le disequazioni: 

A(x) > \lB(x ) e A(x ) < '{jB(x ) n disparì (***) 

Dalle potenze sappiamo, se n è dispari, che 

a > b => a" > b" 
a<b =>a n < b", 

allora le disequazioni (***) sono equivalenti, rispettivamente, alle: 


[A(x)]" > B(x) e [A(x)]" < B(x) 


Pertanto avremo: 


n dispari 


A(x) > yjB(x) <=> [ A(x)]" > B(x) 
A(x) < yjB(x) <=> [A(x)]" < B(x) 


allora la disequazione irrazionale si riduce a una disequazione di grado n. 


^ Risolvere la disequazione: 


s/x 3 + 4-x 2 —x + l < x +1 

La disequazione, in base a quanto visto, risulta equivalente a: 

x 3 + 4x 2 - x+ l<(x+l ) 3 
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cioè alla: 


x 1 - 4x < 0 

La disequazione data è soddisfatta per: 

0 < x < 4 


4° Caso. 

Consideriamo le disequazioni: 

A(x) > '^B(x) e A(x) < ^B(x) n pari (****) 

Con considerazioni analoghe a quelle svolte nei casi 1° e 2° si può dedurre facilmente che la 
prima disequazione di (****) è equivalente al sistema: 

A(x)> 0 
< B{x)> 0 
[A(.r)]" > B{x) 


e che la seconda disequazione di (****) è equivalente ai due sistemi: 


(A(x) < 0 JA(*)>0 

\B(x)>0 U |[A(r)|<fi(r) 


Riepilogando avremo: 


n pari 


A(.r)> ,Jb(x) 


A(x )>0 
■ B(x )>0 


[A(.r)]" >B{x) 


A(x)<’-ijB{x) <t=> 


J A{x )< 0 fA(x)> 0 
|B(x)>0 U }[A(x)] n <B(x) 


6.7.1 Le disequazioni irrazionali risolte attraverso la geometria analitica 
Risolviamo graficamente la seguente disequazione 

Vi - X 2 < X + 1 

Rappresentiamo i grafici delle seguenti due funzioni 

v = Vl--* 2 e y = x+ 1 

che sono rispettivamente il grafico di una semicirconferenza e il grafico di una retta (fìg. 1). 
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Risolvere la disequazione data equivale a determinare le ascisse dei punti della semicirconfe¬ 
renza che hanno ordinata minore di quella dei corrispondenti punti di uguale ascissa della ret¬ 
ta. Quindi dal grafico possiamo vedere che i punti che soddisfano tale condizione sono quel¬ 
li che hanno il valore dell’ascissa compreso nel seguente intervallo: 

0 <x <1 
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Capitolo 7 

Funzioni esponenziali e logaritmiche 


7.1 Funzione esponenziale 

Dato un numero reale e positivo a, diverso da 1, ad ogni valore reale di x, positivo o negati¬ 
vo, corrisponde un valore unico e determinato di a x sempre positivo: 

/ : x £ R-> f(x) = ff t eR + a > 0 a * 1 

La funzione 


y =ax 

viene chiamata funzione esponenziale ; la sua immagine geometrica, rispetto ad un sistema di 
assi cartesiani, è la curva esponenziale. 

L’andamento della funzione e della curva esponenziale è diverso a seconda che la base posi¬ 
tiva a sia maggiore di 1 oppure compresa tra 0 e 1. 




Se a > 1 la curva esponenziale è sempre crescente: al crescere delle ascisse dei punti della 
curva, crescono le rispettive ordinate. 

Se 0 < a < 1 la curva esponenziale è sempre decrescente : al crescere delle ascisse dei punti 
della curva, decrescono le rispettive ordinate. 

Ad ogni valore fissato per la base a, corrisponde una determinata curva esponenziale. Ciascu¬ 
na curva esponenziale passa per il punto A(0; 1 ) perché per x = 0,y = a°= 1 e appartiene al 
semipiano delle ordinate positive (I e 11 quadrante), essendo a x positiva per ogni valore reale 
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di x; inoltre nessuna curva esponenziale incontra mai l’asse delle ascisse, perché non esiste 
alcun valore reale finito di x per cui sia a x = 0. 

Le curve immagini delle 2 funzioni esponenziali 

y = a x y = 

con la base, essendo numeri reciproci, una maggiore di 1 e l’altra compresa tra 0 e 1 sono una 
crescente e l’altra decrescente; inoltre è facile vedere che le 2 curve sono simmetriche rispet¬ 
to all’asse delle ordinate. 

Infatti, attribuendo a x in una il valore x 0 e nell’ altra il valore opposto —x Q risulta la stessa ordinata v 0 . 
I due punti M (x.; y () j e M, (-x 0 ; y 0 ) sono simmetrici rispetto all’asse delle y. 

^ Tracciare per punti la curva esponenziale y = 2 X 



Attribuendo a x dapprima valori interi, positivi e ne¬ 
gativi e poi convenienti valori decimali (0,5; 1,5; 2,5 
ecc. - 0,5; — 1,5 ecc.) si può formare una tabella di 
valori x e y da cui si ottengono altrettanti punti che 
guidano, su un sistema di assi cartesiani, il tracciato 
continuo della nostra curva esponenziale. 


Nella figura è descritta anche la curva esponenziale simmetrica rispetto a y della precedente 
immagine della funzione 


y= 



(tratteggio) 


NOTA. Teniamo ben presente quindi che la funzione esponenziale ha: 

1) Dominio (o campo di esistenza) = R « ]-°°,+°°[ 

2) Codominio = R + « ]0,+°°[. 


7.2 Definizione di logaritmo 


Dicesi logaritmo di un dato numero (positivo) b in base (positiva) data a, l’esponente della 
potenza cui bisogna elevare la base a per ottenere il numero dato b. 

Se a = b si dice che “y è il logaritmo di b in base a” e si scrive 

Y = l°g b 
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È di immediata evidenza la seguente identità: 

a' og - b = fi 

> 2 3 =8; 10 3 = 1.000; 1(T 2 = —= 0,01. 

100 

Applicando la definizione di logaritmo, si ha rispettivamente 


log 2 8 = 3; log 10 1.000 = 3; log 10 0,01 = - 2 


Ricordiamo che l’equazione a x = b non ammette soluzioni se fi è negativo, che a°= 1, a 1 = a. 
Valgono inoltre le seguenti osservazioni: 

1) Non esistono logaritmi di numeri fregativi. 

2) In qualunque base (positiva) il logaritmo di 1 è zero. 

3) In qualunque base (positiva) il logaritmo della base è 1. 

4) In base maggiore di 1, i logaritmi dei numeri maggiori di 1 sono positivi, i logaritmi dei 
numeri minori di 1 sono negativi. In base minore di 1, conclusioni opposte. 


7.3 Teoremi sui logaritmi 


NOTA. Nei teoremi si sottintende che i logaritmi sono riferiti ad una stessa base (positiva e diversa 
da 1) e che tali numeri sono positivi. 


1) Il logaritmo del prodotto di 2 o più numeri è uguale alla somma dei logaritmi dei fattori. 

Se a è la base scelta, si ha: 


log (bcd) = log fi + log c + log d 

Esprimendo fi, c, d, in forma esponenziale, con base a, si ha: 

a x = fi, a z = c, a“ = cl 

da cui per la definizione di logaritmo x = log n fi, z = log n c, u - log d. 

Esprimendo in forma esponenziale anche il prodotto bcd, si ha: 

bcd -a x ■ a z - a“ = a x+z+u 

quindi per definizione di logaritmo si vede che l’esponente che si deve attribuire alla base a 
per ottenere il prodotto bcd è x + z + u. Pertanto 

logfbcd) = x + z + u = log a fi + log a c + log a t/ c.v.d. 
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2) Il logaritmo del quoziente di 2 numeri è uguale alla differenza fra il logaritmo del divi¬ 
dendo e il logaritmo del divisore. 

Se b e c sono numeri reali positivi, si ha: 

log b/c = log b - log c 

Esprimendo in forma esponenziale il quoziente b!c risulta per un noto teorema sulle potenze: 


c a z 

in cui si vede che l’esponente che bisogna attribuire alla base a per ottenere b/c è x — z, quin¬ 
di per definizione di logaritmo 


log^ b/c= x-z = log b - log^c c.v.d. 

3) Il logaritmo della potenza di un numero è uguale al prodotto dell’esponente per il loga¬ 
ritmo di quel numero. 

Indicando con m un numero reale, si ha: 

log b'" = /«log b 

~a ~a 

Esprimendo in forma esponenziale, rispetto alla base a , la potenza b m , con i simboli dei pre¬ 
cedenti teoremi, per un noto teorema delle potenze si ha: 

b m = (a x ) m = a™ 

in cui si vede che l’esponente che si deve attribuire alla base a per ottenere b è mx, quindi, 
per definizione di logaritmo 


logp" 1 = mx = mìogb c.v.d. 

4) Il logaritmo di un radicale è uguale al quoziente del logaritmo del radicando per l’in¬ 
dice del radicale. 

Se il radicale è di indice n, si ha: 

log„V& =~iog a b 
n 

Si potrebbe considerare un caso particolare del teorema precedente. Esprimendo in forma 
esponenziale il radicale, si ha 


= = a" 

così si vede che l’esponente che si deve attribuire alla base a per ottenere il radicale dato è 
x!n, quindi per definizione di logaritmo: 
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c.v.d. 


n n n 



Passando ai logaritmi e applicando prima il teorema I e il II poi il III si ha successiva¬ 
mente: 


log a q = log a b + log a c 2 - log a d 5 = log a b + 21og a c - 51og a d 



^ Sviluppare log a z sapendo che z 


Passando ai logaritmi e applicando tutti i teoremi si ha: 



Si osservi questo esempio: mentre si possono sviluppare i logaritmi di un prodotto, di un quo¬ 
ziente, di una potenza e di una radice, non si possono sviluppare i logaritmi di una somma e 
differenza. 

Sarebbe, infatti, errore gravissimo scrivere log b + log c invece di log ( b + c), oppure scrive¬ 
re log b - log c invece di log ( b - c). La somma e la differenza di 2 logaritmi provengono, ri¬ 
spettivamente, dal logaritmo di un prodotto e dal logaritmo di un quoziente. 

7.4 Sistemi di logaritmi - Tavole di logaritmi 

L’insieme dei logaritmi dei numeri reali (positivi), in una stessa base prescelta, costituisce un 
sistema di logaritmi. 

I sistemi di logaritmi di più larga applicazione sono due, entrambi in base > 1. 

1) Il sistema usato nei calcoli pratici è in base 10 (sistema di logaritmi decimali , o volgari, o 
di Briggs). 

2) Il sistema usato nelle trattazioni teoriche è in una base formata da un numero irrazionale, 
compreso fra 2 e 3 e che si suole indicare con “e” (sistema di logaritmi naturali o nepe¬ 
riani). 



e = 2,718281... = lini 1 + 


NOTA. Nell’indicare i logaritmi di numeri in base 10 e in base e si può omettere la indicazione del¬ 
la base, scrivendo semplicemente il simbolo log. 

Invece di log 10 n => log il 
Invece di log f n => log n 
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Si chiamano Tavole dei logaritmi le tabelle che raccolgono ordinatamente i logaritmi dei nu¬ 
meri interi da 1 a 10.000 oppure da 1 a 100.000 nella data base, disposti in modo da agevola¬ 
re la ricerca che interessa, oppure trovare il numero di un dato logaritmo. 

Se si dispone dei logaritmi in data base a (es. 10) si possono ottenere i logaritmi in un'altra 
base (es. e) operando un cambiamento di base. 

Si voglia dunque trovare il logaritmo incognito x di un qualunque numero positivo b in data 
base (3 (cioè x = log p fi) conoscendo log a b ricavabile come il logaritmo di ogni altro numero, 
dalle tavole di cui si dispone. 

Poiché si ha: 

P x = b 

passando al logaritmo in base a risulta x log o (3 = log n b, da cui, tenendo conto che x = log (1 b, 
si ricava: 


x = logp b 


log a ft 

l°g«P 


1 

log fl P 


•log a b 


cioè: per passare dal logaritmo di un numero in data base a al logaritmo dello stesso nume¬ 
ro in una nuova base [3, si moltiplica il logaritmo di quel numero, nella data base a, per il re¬ 
ciproco del logaritmo della nuova base (3 nella base primitiva a. 

Nelle tavole figurano, in corrispondenza dei numeri successivi interi, le parti decimali dei ri¬ 
spettivi logaritmi, approssimati e arrotondati e si dicono mantisse, mentre la parte intera è det¬ 
ta caratteristica. 

7.4.1 Calcolo di espressioni numeriche con i logaritmi 

Usando le tavole logaritmiche e applicando i 4 teoremi fondamentali, si possono ottenere ra¬ 
pidamente risultati di calcoli che, eseguiti direttamente sui numeri, sarebbero laboriosi. 

Si dice cologaritmo di n, l’opposto del logaritmo di n. 

colog n = - log n 


7.5 Funzione logaritmica 


La funzione logaritmica di base a è la funzione che, dato un numero a > 0 e a *■ 1, ad ogni 
numero reale positivo x associa il logaritmo di tale numero in R: 

/: x £ R + => y = log o xGR a > 0 a * 1 

Dalla definizione di logaritmo e dalle proprietà messe in evidenza precedentemente ne con¬ 
segue che: 

1) la funzione logaritmica è biunivoca tra R + e R; 

2) la funzione logaritmica è 

a) crescente per a>l 

b) decrescente per 0<a<l; 
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3) la funzione logaritmica è invertibile in R; 

4) l'inversa della funzione esponenziale di base a è la funzione logaritmica di base a. 

Il punto 4. lo possiamo verificare immediatamente se consideriamo: 

f(x) = a x g(x)=\ogx 


si ha: 

x —— > a x —— ¥ log a a x = x 
x — £ —> \og a x — J —> a log ° x = x 



Il grafico della funzione logaritmica può essere 

di due tipi in funzione dei valori di a, e si chia¬ 
ma curva logaritmica, infatti avremo: 

- a > 1 il grafico in nero; 

- 0 < a < 1 il grafico tratteggiato. 

Osservando i grafici possiamo effettuare delle 

considerazioni: 

1) la funzione si può calcolare solo per x > 0 e 
pertanto il grafico è posto tutto alla destra 
dell’asse y; 

2) per x = 1, si ha y = 0, e quindi la curva taglia 
l’asse x nel punto A(l; 0); 

3) per a>l(0<a<l), per x > 1 la y assume 
valori positivi (negativi) e cresce (decresce) 
al crescere della x assumendo valori grandi; 

4) per a > 1 (0 < a < 1), per 0 < x < 1 la y assume 
valori negativi (positivi), e quando allax si attri¬ 
buiscono valori sempre più prossimi a zero, i 
corrispondenti valori della y risultano, in valore 
assoluto, sempre più grandi. 


7.6 Equazioni esponenziali 


Le equazioni esponenziali sono equazioni che contengono l’incognita all’esponente. 

Un’equazione esponenziale elementare è del tipo: 

a x = h 

dove, nell’ipotesi a>0e a * I, se fi < 0 l’equazione è impossibile, mentre se è fi > 0 essa am¬ 
mette l’unica soluzione 


X = log^fi 
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^ Risolviamo le seguenti equazioni 

1) 3 X = 1 —> 3* = 3° —> x = 0 

2) ¥= — —> 3* = 3~ 3 —> x = -3 

27 

3) 3 X = 15 

In questo caso il secondo membro non è esprimibile come potenza di 3, quindi la soluzione è 

x = log 3 15 

Risoluzione di equazioni esponenziali 

a) Se l’equazione esponenziale si presenta nella forma 

= a slx) 

determiniamo la soluzione effettuando un passaggio agli esponenti, cioè risolvendo 

f(x) = g(x) 

^ Risolviamo la seguente equazione 

g3;t-2 _ q-3x+4 
^3x-2 _ ^2(-3 x + 4) 

quindi, passando agli esponenti 

3x - 2 = -6x + 8 

risolviamo l’equazione di primo grado e otteniamo 

-= 

9 

b) Se l’equazione esponenziale contiene nei due membri solo prodotti e quozienti di poten¬ 
ze di basi diverse, per la risoluzione è di solito necessario introdurre i logaritmi. 

^ Risolviamo la seguente equazione 

x+2 

Trasformiamo il primo membro in potenza 

3^ - 2 X+2 

applicando i logaritmi ad ambo i membri si ottiene 
^±ilog3 = (x + 2) log2 

da cui 

(x + 1) log3 = 5(x + 2)log2 

cioè 

x(log3 - 51og2) = 101og2 - log3 
e 

x _ 101og2 - log 3 
log3 - 51og2 
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c) Equazioni esponenziali risolvibili mediante opportune sostituzioni o scomposizioni. 

^ Risolviamo la seguente equazione 

2^-3 x 2 (1+I > + 8 = 0 

Svolgiamo i calcoli: 

2^ - 6 x 2 X + 8 = 0 
poniamo 2 X — y e sostituiamo 

? - 6y + 8 = 0 

quindi 3 ; = 2 e y 2 = 4. 

Considerando la posizione fatta: 

2*1 = 2 — >x 1 = 1 

e 

2*2 = 4 —> x n = 2 


Altri esempi 

1 ) 3I-2 ve-3 + 9 1 - ^*-3 = _ 

3 

3 1 -2 vf223 + 3 2-2 Vv223 _ 

3 

3 . 32^3 + g . 32 ^ 3 . 4 

3 

moltiplichiamo i due membri per 3 2 ottenendo: 

12 = 4/3 • 3 2 iFa ovvero: 

3 2 = 9 (j a cu j 3 2 '/^ _ 32, p £r cu j. 

2a/^3 = 2 

da cui x = 4 accettabile perché > 3 (condizione di realtà del radicale) 
2 ) 4^ = 16 ( - 1&) 


se eleviamo ambo i membri alla x otteniamo: 


4 



[16 ( 1/ * ) ] 1 ovvero: 


4 X+1 = 16 1 da cui 4 x+i - 4 2 da cui x = -3 


f-ì M ( 

3) 2:2 =8 moltiplichiamo ambo i membri per 2 


= 2 3 • 2 ' 


* + lì 


= 2 * da cui: 


x +1 3x — 3 


per x ^ 0 


x + 1 = 3x - 3 
x = 2 
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2 3 + v*+ 1 _ 2 2 - v* +1 = 4 

23. 2 v*+ 1 _ 2 2 • 2 ^ +1 = 2 2 

moltiplicando per 2 Vl +1 
23.2 2 v*+1 — 2 2 = 2 2 • 2 ^ +1 
dividendo per 2 2 
2.2 2,fTT - 1 -2' m = 0 
ponendo v = 2 w+1 avremo 

2y 2 - y -1=0 da cui le soluzioni y l = -1/2 e y 2 = 1 
tenendo conto della posizione fatta, si ha 
2 \£?TT _ — 1/2 impossibile 

2^+t = 1 ->2^=2°-^ + 1 = 0->x + 1 = 0^x = -1 
Pertanto, Punica soluzione è x = -1. 


7.7 Equazioni logaritmiche 


Una equazione si dice logaritmica quando l’incognita figura nell’argomento del logaritmo in 
modo diretto o attraverso una sua funzione. La soluzione delle equazioni logaritmiche si basa 
sulla considerazione che la funzione logaritmo è una funzione univoca e definita nell’inter¬ 
vallo x > 0; pertanto a logaritmi uguali debbono corrispondere argomenti uguali fatti salvi i 
limiti imposti al dominio; da: 


log a \f(x)\ = log a [g(x)] 

segue/(x) = g(x), uguaglianza che deve essere verificata nell’intervallo definito dal sistema 
di disequazioni 


r f(x ) > o 

■ la soluzione è detta campo di esistenza (c.e.) 

\g(x) > 0 

> 21og o (x - 1 ) = log a (2x 2 + 3x - 5) 


fx - 1 > 0 
|2x 2 + 3x - 5 > 0 


c.e. x > 1 


(x - l) 2 = 2x 2 + 3x - 5 da cui 

x 2 - 5x - 6 = 0 che fornisce le radici: x = -6 x, = 1 

nessuna radice risulta soluzione accettabile perché nessuna è 
compresa nel c.e. 


~ log,, (8x + 12) = log o 2x 


f8x + 12 > 0 

\2x > 0 


c.e. 


x > 0 
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V4(2x + 3) = 2x 
x 2 - 2x-3 = 0 



razionalizzando (il c.e. già calcolato copre anche tale operazione) 
fornisce le radici: 

questa radice non è soluzione della equazione logaritmica 
soluzione accettabile perché in accordo con il c.e. 


7.8 Disequazioni logaritmiche 


Una disequazione si definisce logaritmica quando in essa compare il logaritmo dell’incogni¬ 
ta o di qualche espressione contenente l’incognita. 

La risoluzione di una disequazione logaritmica consiste nel servirsi dei noti teoremi sui lo¬ 
garitmi e nel ridurre la disequazione alla forma: 

log a A(x)>b (*) 


oppure alla forma: 


log a A(x)<b (**) 

Per risolvere tali equazioni, basta ricordare che il log x: 

- se a > 1, cresce al crescere della x; 

- se 0 < a < 1, decresce al crescere della x. 

Inoltre bisogna ricordare che l’argomento del logaritmo deve essere sempre positivo. 
Se a > 1 la (*) equivale a: A(x) > a b 

f A(x)> 0 

la (**) equivale al sistema: ( 

1 A(x)< a b 


|A(x)> 0 

Se 0 < a < 1 la (*) equivale al sistema: < 

[A(x) < a b 

la (**) equivale a: A(x) > a b . 


Riepilogando possiamo schematizzare nel seguente modo: 


log a A(x)>b 

log a A(x)<b 

A(x) > a b 

|A(x)> 0 


|a(x) < a b 

Oca c 1 & 

A(x) > a b 

| [A(*)<a è 
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Da cui si ricavano delle disequazioni, o sistemi di disequazioni, del tipo già visti in prece¬ 
denza. 

V- Risolvere la disequazione: log(2x 2 - 7x + 103) > 2. 

Questa disequazione ci riporta al caso (*), quindi equivale alla seguente: 

2x 2 - Ix + 103 > 100 


che è soddisfatta per: 


x < — e per x > 3 


o, equivalentemente, Vx e 



]_ 

2 


u]3, +°°[ . 


^ Risolvere la disequazione: log(-x 2 + 6x - 8) < 0. 

Questa disequazione ci porta al caso (**), quindi è equivalente al sistema: 

j—x 2 + 6x — 8 > 0 
|-x 2 + 6x — 8 < 10° =1 

Risolvendo questo sistema si trova che esso è soddisfatto per: 

2 <x < 3 

e 

3 <x < 4 

oppure, equivalentemente: 

Vx e ]2,3[u]3,4[ 


7.9 Disequazioni esponenziali 


Una disequazione si dice esponenziale quando in essa l’incognita o qualche espressione 
contenente l’incognita compare come esponente di una o più potenze. 

Per le disequazioni esponenziali valgono osservazioni analoghe a quelle fatte riguardo le equa¬ 
zioni esponenziali. 

Ricordiamo brevemente che la funzione esponenziale: 

1) è strettamente decrescente per 0 < a < 7, mentre è strettamente crescente per a > 1; 

2) è definita in R, cioè il dominio o campo di esistenza è Vx e R \ 

3) è una funzione sempre positiva => a x = ()<=> impossibile ; 

4) passa per il punto di coordinate (0, 1). 

Sulla base delle suddette proprietà, e tenendo presente il grafico della funzione esponenziale, 
possiamo raggruppare la tipologia di disequazioni esponenziali nella seguente tabella. 
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DISEQUAZIONE 

a > 1 

0 <a <1 

</« > 0 

Vx e R 

Vx e R 

a fix) < 0 

Impossibile 

Impossibile 

a f(x) > 1 

f(x) > 0 

f(x) < 0 

a m > a sW 

f(x) > g(x) 

/(x) < g(x) 

> b 

/(x) > log b 

/(x) < log b 


^ Risolvere la disequazione: 5* < 0. 

Si vede che è impossibile, essendo la funzione esponenziale sempre positiva. 

^ Risolvere la disequazione: l xx 11 > 0. 

Si vede che è sempre verificata, essendo la funzione esponenziale sempre positiva, cioè: 

Vre R 

^ Risolvere la disequazione: 3‘ >81. 

In tal caso possiamo scrivere 3 V > 3 4 , essendo a > 1, la funzione esponenziale è crescen¬ 
te, pertanto la soluzione sarà: x>4 cioè Vx e ]4,+°oj. 
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Progressioni - statistica e calcolo delle 
probabilità 


8 


8.1 Progressioni 

Le successioni sono costituite da un insieme ordinato di numeri in cui ciascun termine segue il 
precedente e precede il successivo secondo una legge ben precisa, facilmente identificabile ed 
esplicitamente espressa. Una successione può essere rappresentata in modi diversi come ad esem¬ 
pio la successione che segue: 

1, 3, 9, 27, 81, ..., 729 rappresentazione per enumerazione 

a = 3" n e N rappresentazione mediante funzione 

a t = 1 a n+ 1 = 3a n rappresentazione ricorsiva 

Dalle rappresentazioni illustrate si evince che una successione può essere considerata una par¬ 
ticolare funzione dove la variabile indipendente è definita nell’insieme dei numeri naturali e 
la variabile dipendente è costituita dagli elementi di un insieme infinito detti termini della suc¬ 
cessione. Più in generale diremo che gli elementi di un insieme sono in successione se esiste 
una corrispondenza biunivoca che associa ogni numero naturale ad uno soltanto di questi. 
Andremo a studiare le proprietà di particolari successioni denominate progressioni aritmeti¬ 
che e progressioni geometriche, in generale e nel caso di progressioni limitate; una progres¬ 
sione si dice limitata quando se ne considerano soltanto i primi n elementi. 

8.2 Progressioni aritmetiche 

I termini di una successione sono in progressione aritmetica se il generico termine a differi¬ 
sce della stessa quantità d dal suo predecessore e dal suo successore, ovvero: 
a = a , + d 
a = a d 

n n+ 1 

d è detta ragione della progressione aritmetica. 

V- Nella seguente progressione: 2, 5, 8, 11, 14, ... 


a l = 2 a, = 5 
a 3 = 8 a 4 =11 
d = 3 


come è facilmente verificabile dalle differenze tra termini consecutivi. 
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8.2.1 Termine generico di una progressione aritmetica 
È immediato rendersi conto che: 
a 2 = + d 

a 3 = a 2 + d 

a 4 = a 3 + d 
a = a , + d 

da cui sommando membro a membro 

ciL + cL + 2L. + ... + di . + 3. = di. + cL + cL + cL + ... + ci . + d(ll — 1) 

234 n-1 n 1 2 3 4 n-1 v ' 

semplificando 

a n = a x + d(n - 1) 


( 1 ) 


La relazione fondamentale che lega tra loro i termini di una progressione aritmetica e può es¬ 
sere utilizzata per qualsiasi k-esimo elemento nella forma che segue: 

a n = a k + d(n - k) (2) 

^ Data una progressione aritmetica in cui a 1 - 9, a n = 45 e d = 6, determinarne il numero 
degli elementi. 

Applicando la (1) avremo 45 = 9 + (n - 1)6 da cui con rapidi calcoli n = 7. 


La ragione d può assumere valori sia positivi sia negativi; in corrispondenza avremo progres¬ 
sioni crescenti oppure decrescenti. 

11 generico termine a k può essere visto come media aritmetica calcolata tra il suo precedente 
ed il suo seguente o di tutti i termini equidistanti da stesso, infatti basta osservare che: 


_ a k-l + a k+l _ a k-d + a k+d _ a k-2 + a k+2 _ a k-2d + a k+2d 

k 2 ~~ 2 ~~ 2 ~~ 2 

Somma di termini equidistanti dagli estremi 

Nel caso di progressioni aritmetiche limitate (ovvero costituite da un numero finito di termi¬ 
ni) è facile dimostrare che le somme dei termini equidistanti dagli estremi, presi due a due, 
rimangono costanti e tutte uguali a: 

a, + a = a, + a = a, + d+a - d (3) 

1 n 2 n-1 1 n 

Nel caso in cui il numero di termini della progressione sia dispari (n = 2k + 1), le suddette 
somme divengono uguali al doppio del termine centrale a k che viene a coincidere con la me¬ 
dia aritmetica di tutti gli n termini. Nel caso di n pari la suddetta media coincide con la me¬ 
dia dei due termini centrali. 

^ Consideriamo la progressione aritmetica con d = 2, limitata ai primi 7 elementi: 

3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 

Per tale successione è facile verificare che: 

a, + a = a, + a , = a, + a = 2a =18 

1 n 2 n-1 3 n-2 4 
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e che a 4 = 9 è proprio la media di tutti i 7 termini. 

Limitiamo ora ai primi 6 termini la successione considerata: 3, 5, 7, 9, 11, 13. 

Per essa constateremo che: 

a, + a = a, + a . = a, + a „ = 16 

1 n 2 n-1 3 n-2 

e che la media di tutti gli elementi è uguale alla media del 3° e 4° elemento. 

S n : somma dei primi n termini 

Per tale calcolo possiamo adottare il seguente duplice schema: 

S = a, + a, + a, + a, + ... + a , + a invertiamo l’ordine degli addendi: 

S = a + a , + ... +a, + a, + a, sommiamo ora membro a membro le due relazioni: 

n n n-1 3 2 1 

2S = (a. + et ) + (cL + sl .) + ... + (a. +&,) 

n v 1 n 7 v 2 n-1 7 v n l 7 

Per la proprietà (3) 

S = n ( a i +a n ) (à\ 

2 

^ In una progressione aritmetica, si ha: S n = 232, a t = 8 ed a n = 50; individuare la progres¬ 
sione. 

Dalla inversione della (4) ricaviamo n = 232 x 2/(8 + 50) = 8 

dalla inversione della (1) ricaviamo d = (50 - 8)/(8 - 1) = 6 

ora possiamo scrivere i primi 8 termini: 8, 14, 20, 26, 32, 38, 44, 50 

^ In una progressione aritmetica, dati i prodotti: 
a 3 x a 4 = 88 
a 2 x a 3 = 40 

trovare i primi sei termini. 

È possibile ricondurre le incognite del problema ad a e d, infatti il sistema dato si può 
modificare come segue: 

(a 3 + 2d) x (a 3 + 3d) = 88 
(a, + d) x (a, + 2d) = 40 

Il sistema è di secondo grado e fornisce le soluzioni: 

a,'= 2 d' = 3 2, 5, 8, 11, 14, 17 

a,'' = -2 d" = -3 -2, -5, -8, -11, -14, -17 


8.3 Progressioni geometriche 


Una successione si dice progressione geometrica se il generico termine a si ottiene come prodot¬ 
to o quoto di una quantità q dal termine che lo precede o che lo segue rispettivamente; q è detta ra¬ 
gione della progressione geometrica e non può essere nulla per la definizione appena data. 


Analizzeremo solo i casi in cui q > 0 (una ragione negativa porterebbe a progressioni con 
termini variabili in segno) ed in tale ambito si osserveranno progressioni crescenti per va- 
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lori di q > 1 (ed a. l > 0), mentre valori 0 < q < 1 (ed a 1 > 0) daranno luogo a progressioni de¬ 
crescenti. 

8.3.1 Termine generico di una progressione geometrica 
È immediato rendersi conto che: 

a 2 = a 1 q 

a , = a 2 q 

a 4 = a 3 q 

a „ = a „-iq 

da cui moltiplicando membro a membro 
a, x a, x a, x ... x a , x a 

2 3 4 n -1 i 

e semplificando 

a 

r 

a 


= a, x a, x a, x a, x ... x a , xq" 

i 1 2 3 4 n - 1 1 


, = a ! X q 11 
= a. x q k 


(5) 


8.3.2 Prodotto di termini equidistanti dal centro 

Nel caso di progressioni geometriche limitate è facile dimostrare che i prodotti dei termini 
equidistanti dagli estremi, presi due a due, rimangono costanti e tutti uguali a: 

aj x a n = a 2 x a n _j = a 2 q x — = a 1 x a n (6) 

q 

Nel caso in cui il numero di termini della progressione sia dispari (n = 2k + 1), i suddetti pro¬ 
dotti divengono uguali al quadrato del termine centrale a k che viene a coincidere con la me¬ 
dia geometrica di tutti gli n termini. Nel caso di n pari la suddetta media coincide con la me¬ 
dia geometrica dei due termini centrali. 


8.3.3 Somma S e prodotto P dei primi n termini in una progressione geometrica 

N N 


LIMITATA 

Consideriamo la somma dei primi n termini: 
S = a. + <ìl + a. + a. + ... + a . + a 

ni 234 n-ln 

qxS = a, + a, + a, + ... + a +qxa 

S n (q -l) = -a,+qxa n = -a k + qx (a k xq" 1 ) 

S n (q- 1 ) = -ai + a 1 xq n 


moltiplichiamo per q ambo i membri otte¬ 
nendo: 

per le (5) e sottraendo membro a membro: 

ovvero: 

da cui: 


S n = a 1 (q“ - 1) / (q - 1) (7) la formula cercata 


Consideriamo ora il prodotto dei primi n termini: 
P = a, x a„x a, x a, x ... x a , xa 

n 1234 n-1 n 


Con procedura analoga a quanto visto per le progressioni aritmetiche, ovvero invertendo l’or¬ 
dine dei fattori: 

P = a x a , x ... x a, x a, 

n n n -1 2 1 
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Moltiplichiamo membro a membro 
P 2 = (a, x a ) x (a. x a ,)x... x (a x a,) 

n v 1 n /v 2 n-l y v n V 

che per la (6) possiamo riscrivere come: 

P 2 = (a, x a ) n 

n v 1 n 7 

P n = Via, x a n J" (8) la formula cercata 


8.4 Inserzione di medi aritmetici e geometrici tra due numeri dati 


Detti h e k due numeri che costituiscono il primo e l’ultimo termine di una successione limita¬ 
ta, inserire un numero m di medi significa considerare una successione di n = m + 2 termini (co¬ 
stituita da m intermedi più i due estremi dati); il problema quindi ci fornisce i seguenti dati: 
a t = h 
a = k 

n 

n = m + 2 

Tali dati ci consentono di calcolare le ragioni: 

d = (k - h)/(m + 1) per le progressioni aritmetiche 

q = N %/h/k per le progressioni geometriche 

Note le ragioni, le progressioni sono facilmente descrivibili. 


8.5 Problemi sulle progressioni 

1) Calcolare la ragione ed il numero dei termini di una progressione aritmetica limitata per la quale: 
a, =5 a =37 S = 189 

In n 

Il problema si risolve ponendo a sistema le equazioni del generico termine e della somma: 

f 37 = 5 + (n-l)d 
1 189 = (5 + 37)n/2 

le cui soluzioni sono n = 8 e d = 4. 

La successione è: 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37. 

2) Calcolare il numero di termini e l’ultimo termine di una progressione geometrica limita¬ 
ta sapendo che: 

a, = 2 q = 2 S = 254 

1 1 n 

Il problema si risolve ponendo a sistema le equazioni del generico termine e della somma: 

[ a n = 2 • 2 n_1 
1 254 = 2 (2”-1)/(2-1) 

le cui soluzioni sono n = 7ea =128. 

n 

La successione è: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. 

3) Individuare i primi sei termini di una progressione geometrica sapendo che il terzo ed il 
quinto termine hanno somma e prodotto rispettivamente di 90 e 729. 
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Il sistema simmetrico seguente ci permettere di calcolare i due termini a 3 e a s : 

I a 3 + a 5 = 90 
|a 3 a 5 = 729 

Il sistema potrebbe essere risolto tramite il metodo di sostituzione, ma utilizziamo l’equa¬ 
zione di II grado nell’incognita t: 

t 2 - 90 1 + 729 = 0 

che ha per soluzioni i due numeri che hanno per somma 90 e per prodotto 729. Conviene 
quindi risolvere il sistema per mezzo di tale equazione, quindi: 


90±>/8100-2916 90±V5184 

~2 2 


90± 72 
2 


< 


9 

81 


ossia: 
a 3 = 9 o 81 
a 5 = 81 o 9 

Le successioni sono: 1, 3, 9, 27, 81, 243 e 243, 81, 27, 9, 3, 1 

Sulla base del testo dell’esercizio, la progressione è da scartare, in quanto a rispettare som¬ 
ma e prodotto forniti sono il 2° e il 4° elemento. 


8.6 Statistica 


La statistica può essere definita come un insieme di metodi e tecniche applicabili in qualun¬ 
que campo, i quali, a partire dalla raccolta dei dati, consentono di descrivere e interpretare fe¬ 
nomeni reali. 

Le fasi che caratterizzano una qualunque indagine statistica sono le seguenti: 

1 ) Individuazione esatta del fenomeno sul quale si deve indagare e delle modalità con le qua¬ 
li esso si presenta. 

2) Determinazione dell’ insieme campione, cioè delle unità statistiche sulle quali l’indagine 
viene effettivamente eseguita. 

3) Determinazione delle modalità di svolgimento dell’indagine. 

4) Raccolta dei dati. 

5) Spoglio dei dati. 

6) Rappresentazione ed elaborazione dei dati. 

7) Interpretazione dei dati. 


8.7 Rappresentazione grafica dei dati 


Quando i dati sono tanti, la rappresentazione numerica diventa inefficace e non sempre chia¬ 
ra per tutti. 

Nasce allora la necessità di una rappresentazione grafica dei dati, che pur essendo, a volte, 
meno precisa di quelle numerica è più facilmente interpretabile. 

A seconda della tipologia di dati, la rappresentazione grafica può essere effettuata utilizzando: 
- diagrammi cartesiani; 
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- ortogrammi; 

- istogrammi; 

- diagrammi a settori (detti anche a torta); 

- ideogrammi. 

Vediamo nel dettaglio alcune di queste rappresentazioni. 

Ortogrammi 

Consideriamo un campione di 30 ragazzi e rappresentiamo con un ortogramma il tipo di sport 
che praticano (fig. 1). 


TIPO DI SPORT 

N. RAGAZZI 

calcio 

2 

basket 

12 

nuoto 

8 

pallavolo 

6 

altro 

2 

TOTALE 

30 



fig- 1 


I rettangoli hanno tutti la stessa base e la loro altezza dipende dalla frequenza di ciascun dato. 
Si vede subito che lo sport più praticato è il basket. 


Istogrammi 

Gli istogrammi si rappresentano graficamente con un insieme di rettangoli adiacenti aventi 
la base sull’asse orizzontale; le basi sono gli intervalli scelti, cioè le classi, e le altezze le cor¬ 
rispondenti frequenze. 

La costruzione di un istogramma coincide con quella degli ortogrammi nel caso che le am¬ 
piezze delle classi siano tutte uguali e rappresentate da segmenti unitari. 

Nel caso in cui le classi abbiano ampiezze diverse, i rettangoli sono costruiti tenendo presen¬ 
te che la loro area rappresenta la frequenza della modalità a cui si riferisce la classe. 
Consideriamo l’istogramma relativo al tempo, espresso in minuti, dedicato allo studio dei 30 
ragazzi deH’esempio precedente (fig. 2). 
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Ideogrammi 

Gli ideogrammi consistono in figure che richiamano il fenomeno, aventi dimensioni propor¬ 
zionali oppure un numero pari alle intensità. 

Consideriamo l’ideogramma relativo alla produzione di mele in alcune regioni italiane (fig. 3). 


Piemonte 

#4 

Lombardia 

4 

Trentino 


Emilia Romagna 

••• 

Campania 

•4 

Sicilia 

4 

# = 1.000.000 q 


fig- 3 


8.8 Frequenze di dati 


In statistica, si definiscono due tipi di frequenze dei dati. 

Frequenza assoluta: è il numero di volte che si verifica un evento a prescindere dal numero 
totale delle prove. 

Frequenza relativa: è il rapporto tra la frequenza assoluta e il numero di prove eseguite; vie¬ 
ne misurata con un numero decimale compreso tra 0 e 1, o in percentuale. 


8.9 Indici di posizione 


Data una serie di informazioni di tipo numerico, che possono essere anche classificate sotto 
forma di distribuzione statistica, i suoi valori medi vengono chiamati anche indici di posizio¬ 
ne poiché indicano, con diverse caratterizzazioni, la zona dell’asse numerico in cui tali dati 
cadono con maggiore frequenza. 
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Volendo riassumere in un unico valore rappresentativo una serie di dati, è possibile utilizzare 
uno degli indici di tendenza centrale, tra cui troviamo le medie aritmetiche (semplice e pon¬ 
derata) e le medie geometriche (semplice e ponderata), la moda e la mediana. 


8.10 Le medie 


8.10.1 Media ARITMETICA SEMPLICE 

Date n quantità a v a 0 , a y ..., a y la loro media aritmetica è il rapporto tra la somma di tutte 
le quantità ed il numero ir. cioè: 

_ <7. +a 7 +a~ + ... + a . . 1 v 

a = —------ oppure in maniera piu sintetica a = — > a ; 

n n i=1 

quindi la media aritmetica di n valori è pari ad un ennesimo della sommatoria per ; che va da 
1 ad n dei valori a.. 


V- 1 sei giocatori di una squadra di pallavolo sono alti cm 198, cm 195, cm 182, cm 202, 
cm 196 e cm 191. Qual è l’altezza media della squadra? 

_ 1-f 198 + 195 + 182+202+196+191 1.164 

«=72>. =-7-= = 194 (D 

6 i=1 6 6 


Come si può notare, la media aritmetica è sempre compresa tra il minimo ed il massimo va¬ 
lore rilevato. 


8.10.2 Media aritmetica ponderata 

Nell’esempio precedente abbiamo dato la stessa importanza all’altezza dei singoli giocatori 
della squadra; nel caso in cui invece volessimo dare più importanza ad un dato e meno ad un 
altro, possiamo calcolare la media aritmetica ponderata, dove ad ogni valore è associato un 
peso/7, che denota l’importanza del dato rispetto ad un altro. Il valore della media aritmetica 
ponderata di n valori a v a„ a v ..., a n , rispettivamente di peso p , p„ p } , ..,p n , è dato dal rap¬ 
porto tra la somma dei prodotti di ogni valore per il suo peso, e la somma di tutti i pesi. La 
formula è: 


- _ flr P \ +a 2 ' Pl + a 3 • P 3 + ■•■ + «„ • Pn 
Pi + Pi + Pi + • ■ • + P n 


ossia 


ÉOCA 



^ Il voto finale di un esame è dato dalla media dei voti riportati in tre esami, di cui il se¬ 
condo ha valore doppio del primo, ed il terzo valore doppio rispetto al secondo. Se i voti 
dei 3 esami sono rispettivamente 30, 29, e 27, quale sarà il voto dell’esame? 

Occorre trovare la media ponderata dei tre valori, assegnando al primo un peso pari a 1, 
al secondo un peso pari a 2 ed al terzo un peso pari a 4. Avremo dunque il valore ap¬ 
prossimato: 


_ 30-1+29-2+27-4 
a =- 


30 + 58+108 
7 



(2) 
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Possiamo dire che la media aritmetica semplice non è altro che la media aritmetica pondera¬ 
ta in cui ogni termine ha peso pari ad 1. 

8.10.3 Media geometrica semplice 

Data una distribuzione di n valori, la loro media geometrica semplice è la radice di indice n 
del prodotto degli n valori; cioè 

« g =V«r«2-«3 ossia “* = ^ri a < 

^ Riprendendo l’esempio (1), calcolare la media geometrica semplice. 

= ^/198-195 182-202-196-191 = 195 (3) 


8.10.4 Media GEOMETRICA PONDERATA 

Prendendo in considerazione i diversi pesi attribuiti alle « rilevazioni a., possiamo calcolare 
la media geometrica ponderata come la radice che ha come indice la somma dei pesi p., dei 
prodotti dei valori a., ognuno elevato ad esponente p.. La formula è quindi 


> 


In,- 

a g = ■ a? • < 


ossia 


X 



V i=i 

Riprendiamo l’esempio (2), e calcoliamo la media geometrica ponderata dei voti dei tre 
esami. 


a g = ^30'■ 29 2 ■ 27 4 = 27,975 


(4) 


8.11 La moda o valore modale 


La moda o valore modale in una distribuzione di frequenze è la modalità o il valore della va¬ 
riabile al quale corrisponde la massima frequenza. 

^ Calcolare la moda tra i seguenti punteggi: 4, 5, 4, 3, 4, 5, 4, 3, 4, 4, 5, 4. 

Come si può facilmente vedere il 4 è il numero che compare più volte (7), quindi rap¬ 
presenta la moda di questa distribuzione. 

^ Calcolare la moda tra i seguenti punteggi: 4, 3, 6, 2, 8, 9, 7, 0. 

In questo caso, poiché nessun numero compare più di una volta, si dice che non c’è 
moda. 


8.12 La mediana 


La mediana è una media di posizione e rappresenta il valore centrale della distribuzione; i 
dati, però, devono essere sempre ordinati in senso crescente, cioè dal più piccolo al più gran- 
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de. Precisamente: ordinando i valori x t , x„ ..x in senso crescente, la mediana Me è il vaio- 
re che bipartisce (divide in due parti uguali) la successione, ossia il valore non inferiore a metà 
dei valori e non superiore all’altra metà. 

Bisogna fare attenzione però, una volta ordinati i valori, se il numero n dei termini è dispari, 
la mediana è proprio il valore centrale; se n è pari, si assume come mediana la semi somma 
dei due valori centrali. Questo procedimento si applica per i dati posti in serie. 

^ Calcolare la mediana tra i seguenti punteggi: 7, 1, 5, 2, 3, 9, 4. 

Ordino i punteggi in senso crescente: 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9; poiché n è dispari, la mediana è 
proprio il valore centrale, quindi 4. 

V- Calcolare la mediana tra i seguenti punteggi: 5, 2, 4, 8, 9, 6. 

Ordino i punteggi: 2, 4, 5, 6, 8, 9; poiché n è pari la mediana è data dalla semisomma 
dei due valori centrali, quindi (5 + 6)/2 = 5,5. 


8.13 Elementi di calcolo delle probabilità 


8.13.1 Eventi certi, impossibili e casuali 

La probabilità è la disciplina che tratta i risultati possibili di un esperimento. In una prova la 
probabilità del verificarsi di un evento E è data dal rapporto fra il numero n (E) dei casi fa¬ 
vorevoli all’evento ed il numero n dei casi favorevoli e sfavorevoli (totali). Esprimendo il con¬ 
cetto in simboli si avrà: 

p (E) = n (E)/n, perché tutti i casi siano equiprobabili. 

Per esempio, la probabilità che lanciando una volta un dado non truccato si abbia il numero 
4 è 1/6 = 0,16 in quanto solo una faccia su sei ha stampato il numero 4. 

^ Qual è la probabilità in un mazzo di carte di scegliere un otto? 

Poiché gli otto sono sempre 4 e le carte in totale sono 40 la probabilità sarà 4/40 = 0,1. 

Va ricordato che la probabilità è sempre compresa fra 0 e 1 (0 < P < 1), dove P = 0 quando 
l'evento è impossibile e P = 1 quando l’evento è certo. 


8.13.2 Regola della somma 

Due eventi si definiscono incompatibili se il verificarsi di uno automaticamente esclude il ve¬ 
rificarsi dell’altro. 

Dati due eventi incompatibili o mutuamente escludentisi E e E„ aventi rispettivamente pro¬ 
babilità P(E,) e P(E 2 ) di presentarsi, la probabilità di presentarsi dell’uno o dell’altro in una 
prova è data dalla somma delle probabilità dei singoli eventi: 

P(E 1 oE 2 ) = P(E ì ) + P(E 2 ) 

^ Vogliamo determinare la probabilità che da un mazzo di carte si estragga un asso o una 
carta di spade. 
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I casi favorevoli sono costituiti da 4 assi e dalle 10 spade meno l’asso di spade in quan¬ 
to già considerato con gli assi, i casi possibili sono 40. 

Quindi si ha: 


P (A o B) = (4 + 10 - l)/40 = 4/40 + 10/40 - 1/40 

In questo caso l’asso di spade è un elemento di compatibilità e va sottratto alla somma 
dei due eventi: 


P (E ] oE 2 ) = P (E fi + P (E 2 ) - P (E 1 n E 2 ) 

8.13.3 Regola del prodotto 

Due eventi si definiscono compatibili se il verificarsi di uno non esclude il verificarsi dell’al¬ 
tro. 

Caso del campionamento con reimmissione 

Dati due eventi indipendenti E l ed E 2 , la probabilità del presentarsi dell’uno e dell’altro (si¬ 
multanei o successivi) in una prova è data da: 

P (£, e E 2 ) = P (E fi • P (Efi 

^ In due lanci successivi di un dado, la probabilità di avere 3 e poi 4 è data da 
P (3 e 4) = P (3) • P (4) = 1/6 • 1/6 = 1/36 = 0,027 

Caso del campionamento senza reimmissione 

In un'urna vi sono 6 palline bianche, 4 rosse e 2 nere; vengono estratte a caso due palline sen¬ 
za rimettere la prima pallina estratta nell’urna; la seconda estrazione ha una diversa compo¬ 
sizione. 

I casi favorevoli sono rappresentati dalle coppie che si possono formare con le 6 palline bian¬ 
che e le 4 rosse; i casi possibili dalle coppie che si possono formare con le 12 palline presen¬ 
ti nell’urna alla prima estrazione e le 12-1 che rimangono disponibili alla seconda. 

6/12 • 4/11 = P [B) • P (R I B) 

In questo caso, dunque, la probabilità di avere A e B è data dalla probabilità di A per la pro¬ 
babilità di B, una volta che l’evento A si sia già verificato: 

P (A e B) = P (A) ■ P (B\A) 
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8.14 Elementi di calcolo combinatorio: permutazioni, disposizioni, 

COMBINAZIONI 


Permutazioni 

Dati n elementi distinti di un insieme, si definisce permutazione ogni ordinamento di tali 
elementi; quindi tutti i possibili raggruppamenti formati in modo che ognuno di essi contenga 
tutti e soli gli n elementi dati e ognuno differisca dall’altro per l’ordine secondo cui gli elementi 
si susseguono. 

Il numero delle permutazioni di n elementi è uguale al prodotto dei primi n numeri interi. 

P n = n(n-l)(n-2) ■ ... - 3-2 - 1 =n\ 

^ Ricaviamo tutti gli anagrammi della parola UNO, cioè scriviamo tutte le possibili parole, 
anche senza senso, utilizzando le lettere U, N, O: 

UNO, UON, NUO, NOU, OUN, ONU 

Gli anagrammi sono 6. Determiniamo il numero delle permutazioni con la formula 

^3 = 3-2 1=6 


Disposizioni 

Dati il elementi distinti e un numero k < n, si dicono disposizioni di classe k tutti i raggrup¬ 
pamenti che si possono formare con gli n elementi dati, in modo che ogni raggruppamento ne 
contenga k tutti distinti tra loro e che due raggruppamenti differiscano tra loro o per qualche 
elemento oppure per l'ordine secondo il quale gli elementi si susseguono. 

Il numero delle disposizioni di classe k di n elementi dipende solo dai numeri naturali n e k, 
si indica con il simbolo D , e si determina mediante la formula: 

n; k 

D n k = n ■ (n - 1) ■ (n - 2) • ... ■ (n - k + 1) = 

(n-k)\ 

Nel caso che sia k = n, si hanno le disposizioni di classe n di n elementi; tali disposizioni non 
sono altro che le permutazioni di un insieme di n elementi. 

V- Ogni incontro di calcio viene indicato mediante i nomi, posti in un certo ordine, delle 
due squadre che vi partecipano. Perciò ogni incontro del campionato di calcio corrispon¬ 
de a una disposizione, di classe 2, di elementi dell’insieme delle squadre che partecipa¬ 
no al campionato. Ogni squadra deve incontrare due volte, una sul proprio campo e una 
in trasferta, ciascuna delle avversarie e si svolgono così tutti gli incontri possibili. Qual 
è il numero di partite da giocare in un campionato a 20 squadre? 

D 20;2 = 20- 19 = 380 

Si chiama disposizione con ripetizione di classe k un raggruppamento ordinato di k degli n 
elementi nel quale si possono avere ripetizioni di uno stesso elemento e in modo che ogni 
gruppo differisca dall’altro o per qualche elemento o per l’ordine con cui gli elementi sono 
disposti: 

D' = n k 

n; k 
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^ Quanti numeri diversi di tre cifre si possono formare con le 9 cifre significative? 

I numeri richiesti sono le disposizioni con ripetizione di 9 elementi di classe 3, perciò 

D’ 9 3 = 9 3 = 729 


Combinazioni 

Dati n elementi distinti e un numero k < n, si dicono combinazioni degli n elementi di classe 
k tutti i raggruppamenti che si possono formare con k degli n elementi in modo che i diversi 
raggruppamenti differiscano tra loro almeno per un elemento. 

D , 

c .=—— 

n\k p 

*- i. 


C 


n; k 


n ■ (n — 1) ■ (n — 2) • ... • (n - k + 1) 


k\ 


C , = 

n; k 


n\ 

(n-k)l k\ 


> 


In una classe di 24 alunni si devono eleggere i 2 rappresentanti di classe. In quanti modi 
diversi si può fare questa scelta? 

Il numero delle scelte possibili è 


C 


24-23 
2 • 1 


= 276 
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Capitolo 9 

Geometria piana 


9.1 Teorie assiomatiche e geometria euclidea 


9.1.1 Teorie assiomatiche 

Nelle scienze matematiche è di fondamentale importanza la solidità dell’impianto teorico ed 
il rigore delle forme logiche utilizzate nella derivazione delle nuove affermazioni ottenute a 
partire dalle conoscenze già acquisite. Rigore e solidità si fondano su alcuni principi, il rispet¬ 
to dei quali garantisce la credibilità delle conclusioni: 

- Principio di non contraddizione; aU’intemo di uno stesso sistema teorico non è ammessa la 
coesistenza di verità opposte. A partire da premesse riconosciute come valide, i meccanismi 
logici adottati debbono condurre a dimostrate conclusioni senza cadere in contraddizione con 
precedenti dimostrate verità; ciò che ora è assunto come vero non può, in successive elabora¬ 
zioni teoriche, palesarsi come falso e se ciò accadesse si dovrebbe rivedere rimpianto teorico. 

- Principio del terzo escluso; “fra opposti contraddittori non vi è soluzione di mezzo” ov¬ 
vero una affermazione può essere solo vera o falsa e per essa non si ammette neanche la 
terza soluzione “né vera né falsa”. Tale principio deriva dal principio di non contraddizio¬ 
ne ed è uno dei principi fondamentali della logica aristotelica. 

- Circolo vizioso e termini primitivi; generalmente per circolo vizioso o petizione di prin¬ 
cipio intendiamo indicare affermazioni che tendono a dimostrare ciò che è già contenuto 
nelle proprie premesse. Ciò si verifica, ad esempio, quando per definire un oggetto utiliz¬ 
ziamo sinonimi dell’oggetto stesso o termini la cui definizione rimanda all’oggetto che 
stiamo definendo (problema tipico della definizione di tutti quegli oggetti che risultano di 
immediata acquisizione per il nostro intuito ma di ardua sistematizzazione formale e ri¬ 
gorosa). È evidente che il rigore dovuto all’impianto di una disciplina matematica non am¬ 
mette il verificarsi di circoli viziosi; sorge quindi la necessità di definire termini che van¬ 
no a costituire il punto di partenza delle definizioni successive. I suddetti termini sono det¬ 
ti termini primitivi e dovranno essere comprensibili ed individuabili in modo intuitivo ed 
immediato per poi andare a costruire le definizioni di concetti e oggetti più elaborati. L’e¬ 
lenco dei possibili termini primitivi nella costruzione di una teoria non è necessariamen¬ 
te unico (pluralità delle logiche). 

Ogni nuova affermazione nasce come conclusione logica da premesse; ciò significa che se andia¬ 
mo a ritroso ci troveremmo prima o poi nella impossibilità di dimostrare alcune affermazioni sen¬ 
za ricorrere a circoli viziosi o alla accettazione dell’esistenza di regole esterne alla teoria che tutto 
governano e stabiliscono. Diviene allora necessario accettare come vere alcune affermazioni “pri¬ 
me” che possono non essere dimostrate, vuoi perché intuitivamente vere vuoi perché così postu¬ 
late ed accolte. Tali proposizioni primitive sono dette postulati e/o assiomi che insieme ai termi¬ 
ni primitivi costituiscono le basi di una teoria assiomatica, ovvero i punti di partenza dai quali co¬ 
struire le “verità” successive attraverso processi deduttivi nel rispetto dei principi sopra esposti. 
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Regole deduttive 

Quando da una premessa “P” deriva una conclusione “C” per evidenza assiomatica o per di¬ 
mostrazione logica scriviamo: 


P=>C 

e diciamo che “P implica C”, ovvero l’avverarsi di P comporta l’avverarsi di C. 

Se accade contemporaneamente anche il contrario, parliamo di coimplicazione e scriviamo: 

P <=> C 

^ Se Rosa e Maria sono cittadine italiane, hanno il passaporto italiano ma se hanno il pas¬ 
saporto italiano sono cittadine italiane. 

Il processo dimostrativo della veridicità di un’affermazione è detto teorema, dove le pre¬ 
messe costituiscono l’ipotesi (Hp) e le conclusioni la tesi (Th); i meccanismi dimostrativi 
sono: 

a) dimostrazione diretta: dove l’implicazione logica Hp —> Th è dimostrata attraverso una 
catena di implicazioni intermedie già note come vere perché già dimostrate o postulate: 

Hp => a => b.=> Th 

b) dimostrazione della contronominale: l’implicazione contronominale riguarda le negate 
di conclusione e premessa 

—i Th => —i Hp 

Dalla equivalenza delle due implicazioni, negando la tesi, qualora vera, ne deriva la nega¬ 
zione della ipotesi in contrapposizione con la presunta veridicità dell’ipotesi stessa; 

c) dimostrazione per assurdo: anche in tale schema logico si assume la negazione della ve¬ 
rità della tesi e si dimostra che ciò conduce necessariamente ad una contraddizione con 
altre verità già acquisite allo interno della teoria. Nei teoremi, generalmente, l'ipotesi è 
preceduta da “se” e la tesi da “allora”. 

Conclusioni 

Possiamo concludere che una teoria assiomatica è una teoria all’interno della quale si accet¬ 
tano premesse non necessariamente definibili e/o dimostrabili per sviluppare una nuova co¬ 
noscenza nel rispetto dei principi sopra citati ed attraverso meccanismi logico-deduttivi pre¬ 
stabiliti. I postulati/ assiomi (accettati come indimostrabili) descrivono le caratteristiche dei 
termini primitivi la cui definizione scaturisce poi in modo implicito dai postulati stessi; attra¬ 
verso questi primi elementi è possibile dare luogo ad una concatenazione di nuovi enti e con¬ 
cetti come negli schemi seguenti riferiti alla geometria euclidea: 

Termini primitivi (punto, retta, piano) Postulati (es.: il 5°) 

Def. di ulteriori termini (es.: segmento) Tl,l Tl,2 ecc. 


edises 


EdiSES | 




476 Parte Quarta La prova orale di Matematica 


Teoremi (es.: parallelismo di 2 perpendico¬ 
lari a una retta data) 

Def. di ulteriori termini (es.: spezzata) 

Def. di ulteriori termini (es.: poligoni) T2,l T2,2 ecc. 

ulteriori teoremi (es.: proprietà del quadrato) 


9.1.2 La geometria euclidea 

La geometria euclidea può essere considerata una teoria assiomatica alFinterno della quale i ter¬ 
mini primitivi sono il punto, la retta ed il piano e gli enunciati primitivi sono i cinque postulati: 

1 ) Da qualsiasi punto si può condurre una retta per ogni altro punto, ovvero dati due punti 
per essi passa una ed una sola retta. 

2) Si può prolungare una linea retta finita all’infinito, ovvero oltre i due estremi in modo in¬ 
definito. 

3) Si può descrivere un cerchio con qualsiasi centro ed ogni distanza, ovvero dato un punto 
ed una lunghezza è individuato un cerchio. 

4) Tutti gli angoli retti sono uguali tra loro. 

5) Se una retta, intersecando due altre rette, forma gli angoli interni da una stessa parte minori 
di due angoli retti, un prolungamento indefinito delle due rette vede l’intersezione delle due 
rette stesse dalla parte in cui i due angoli sono minori di due angoli retti. Il suddetto postu¬ 
lato ha visto alcune riformulazioni attraverso le quali è a noi più noto, tra le quali: 

- Due rette parallele non si incontrano mai (M. Pasch). 

- Dato un punto ed una retta, per il punto passa una ed una sola retta parallela a quella 
data (J. Playfair). 

Nella sua opera “Elementi” Euclide fornisce, oltre ai postulati applicati alla geometria, anche 
assiomi applicabili a tutte le scienze matematiche; riportiamo di seguito alcuni assiomi ed al¬ 
cune definizioni. 

Alcuni assiomi: 

1 ) Le cose che sono uguali ad una stessa cosa sono uguali tra loro. 

2) Se a cose uguali si aggiungono cose uguali, le somme sono ancora uguali. 

3) Se a cose uguali si sottraggono cose uguali, i resti sono ancora uguali. 

4) Le cose che coincidono tra loro sono tra loro uguali. 

5) Il tutto è maggiore della parte. 

È facile riconoscere tra gli assiomi elencati i principi alla base della teoria delle equivalenze 
ed il pricipio di congruenza per sovrapponibilità delle figure geometriche. 

Alcune definizioni: 

1 ) Il punto è ciò che non ha parti. 

2) Linea è lunghezza senza larghezza. 

3) La linea retta è quella che giace ugualmente rispetto ai suoi punti. 

4) Superficie è ciò che ha soltanto lunghezza e larghezza. 

5) Gli estremi di una superficie sono linee (con riferimento a figure piane limitate). 

6) La superficie piana è quella che giace ugualmente rispetto alle sue rette. 
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Nel 1899 D. Hilbert propose una versione assiomatizzata corretta della geometria euclidea 
che cercava di sistematizzare rimpianto euclideo partendo da vari presupposti tra cui quello 
per cui nei postulati risultavano impliciti ma evidenti altri assunti. Hilbert ripropose i tre ter¬ 
mini primitivi (punto, retta, piano) oltre a relazioni binarie e assiomi. 

Relazioni binarie: 

- un punto può essere contenuto in una retta o in un piano ed una retta può essre contenuta 
in un piano; 

- un punto può essere contenuto tra altri due; 

- angoli e segmenti possono essere congruenti indicando la congruenza con “= ”. 

Assiomi di collegamento (8): 

- due punti distinti dello spazio individuano una retta; 

- ogni coppia di punti di una retta individua tale retta; 

- tre punti non allineati dello spazio individuano un piano; 

- qualsiasi terna di punti non allineati di un piano individua tale piano; 

- se due punti di una retta giacciono su un piano tutti i punti della retta giacciono su quel piano; 

- se due piani hanno un punto in comune ne avranno almeno un secondo; 

- ogni retta contiene almeno due punti, ogni piano contiene almeno tre punti non allineati; 

- esistono almeno quattro punti che non giacciono sullo stesso piano. 

Assiomi di ordinamento (4) 

Assiomi di congruenza (6) 

Assioma delle parallele o postulato di Playfair 
Assiomi di continuità (2) 


9.2 Figure geometriche piane: proprietà e definizioni 


9.2.1 Figure geometriche 

Definiamo figura geometrica piana qualsiasi sottoinsieme non vuoto costituito da punti del 
piano. È convessa una figura geometrica piana par la quale, comunque scelgo due punti A e 
B appartenenti alla figura, il segmento AB è contenuto per intero nella figura stessa. Al con¬ 
trario la figura è detta concava. 

Teorema: una intersezione non vuota tra due figure convesse è convessa. 

Sulla base di tale teorema possiamo affermare che l’intersezione di semipiani è una figura 
convessa. 

9.2.2 La retta 

Da quanto già visto possiamo concludere che: 

- la retta è un insieme infinito di punti; 

- se due rette hanno in comune due o più punti sono coincidenti; 

- due rette r e s che condividono un punto sono dette incidenti e tale punto è la loro interse¬ 
zione (fig. 1); 

- due rette r e s che non hanno punti in comune sono dette parallele (fig. 2); 
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fig■ 1 fig ■ 2 


- sono considerate parallele anche le rette coincidenti; 

- anche nell’insieme retta è possibile stabilire due relazioni d’ordine totali valide per tutti i 
punti della retta. 


A < B C > B 

A B C D=E 

fig■ 3 

Con riferimento alla fig. 3 distinguiamo i casi: 

A precede B con A < B 
C segue B con C > B 
D ed E coincidono con D = E 

Sulla retta, intesa come insieme illimitato, non è evidentemente possibile individuare un pun¬ 
to che precede o segue tutti gli altri; potendo inserire sempre e comunque un punto tra qual¬ 
siasi altri due punti (Hilbert), definiremo denso l’insieme retta. In sintesi possiamo definire 
una retta come: un insieme di punti dotato di due relazioni d’ordine totali opposte tra loro, 
rispetto alle quali è illimitata e densa (assioma dell’ordine); fissare una delle due relazioni 
significa orientare una retta definendo un verso positivo indicato con una freccia. 


Equazione segmentaria di una retta 

Condizione necessaria per scrivere questa equazione è 
che la retta intersechi entrambi gli assi cartesiani, così 
facendo possiamo così definirla: 



dove p è il segmento compreso tra l’origine degli assi e 
il punto ( p ; 0), mentre q è il segmento compreso tra l’o- 
rigine degli assi e il punto (0; q). 
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Dati i punti (5; 0) e (0; 3) scrivere l’equazione segmentarla e l’equazione della retta in 
forma canonica della retta passante per i due punti dati. 

Scriviamo intanto l’equazione segmentaria: 


x y 

— + — = 1 
5 3 


Poi la scriviamo nella classica forma: 


15 -3x 


y = 


9.2.3 Rf.ttf. par ai.imi.f. 

Andiamo ora ad enunciare altre proprietà e teoremi che possono essere considerati una diret¬ 
ta e immediata conseguenza dei postulati ed assiomi già descritti come il 5° di Euclide. 

Teorema: se due rette r e s sono parallele ad una terza retta t allora risultano parallele tra loro (fig. 5). 
Hp) r //1 e s //1 => Th) r//s 


r 


s 



t 

fig-5 

Procediamo per assurdo negando la tesi, ovvero r ed s convergono in un punto comune P per¬ 
ché non parallele; per P, di conseguenza, passerebbero due rette distinte e parallele a quella 
data secondo ipotesi; ciò è inaccettabile perché in contrasto con il 5° postulato di Euclide. 
Allora il punto di intersezione P non esiste e le rette r e s sono parallele. c.v.d. 

Teorema: se due rette r e s sono parallele, una terza retta t che incontra una di queste incon¬ 
tra anche l’altra. 

Hp) r // s e s n t = P; Th) rnt^0 


/ 



fig- 6 

Con procedimento analogo osserviamo che se t, intersecando s in P (fig. 6) non intersecasse 
anche la retta r, sarebbe parallela a quest’ultima e per P avremmo due distinte parallele (t e s) 
alla retta r; assurdo per il medesimo 5° postulato. 
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Con riferimento alla fig. 7 una retta che interseca due rette qualsiasi in un piano individua 12 
coppie di angoli così definiti: 


angoli alterni interni 
angoli alterni esterni 
angoli coniugati interni 
angoli coniugati esterni 
angoli corrispondenti 


le coppie 4, 6 e 3, 5 
le coppie 2, 8 e 1, 7 
le coppie 4, 5 e 3, 6 
le coppie 1, 8 e 2, 7 
le coppie 1, 5 e 4, 8 e 2, 6 e 3, 7 


\ 



Teorema: condizione necessaria e sufficiente affinché due rette siano parallele tra loro è che 
qualora intersecate da una trasversale si vengano a determinare: 

- angoli alterni interni ed esterni congruenti; 

- angoli corrispondenti congruenti; 

- angoli coniugati interni ed esterni supplementari. 


La dimostrazione del teorema che fornisce un criterio di parallelismo è riportata in appendice Gl. 
Per i teoremi ed i postulati visti la relazione di parallelismo è una relazione di equivalenza va¬ 
lendo le tre proprietà: 

- riflessiva: r // r 

- simmetrica: se r // s => s // r 

- transitiva: ser//ses//t=>r//t 

pertanto possiamo pensare di dividere l’insieme delle rette del piano in classi di equivalenza 
(insieme quoziente); ogni classe sarà formata da rette del piano tutte parallele tra loro ed orien¬ 
tate secondo una ben determinata direzione; ciò suggerisce di definire il concetto di direzio¬ 
ne come ciò che caratterizza una classe di equivalenza di rette parallele (tale ragionamento è 
detto principio di contrazione o passaggio al quoziente). 

9.2.4 Rette perpendicolari 

Due rette si dicono perpendicolari quando incontrandosi individuano quattro angoli congruen¬ 
ti (retti). 


Teorema: per un punto passa una sola retta perpendicolare ad una retta data. 

Corollario: due rette a e b perpendicolari ad una stessa retta c sono necessariamente paralle¬ 
le tra loro. 


Teorema: due rette perpendicolari a rette incidenti sono incidenti. 
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Definiamo proiezione di un punto P esterno ad 
una retta r su r stessa l’intersezione tra r e la sua 
perpendicolare passante per P (fig. 8). 

La distanza tra un punto P ed una retta r è defi¬ 
nita come la misura del segmento di perpendico¬ 
lare che ha per estremi il punto P e la sua proie¬ 
zione H su r. 

fig-8 


P 


H r 


9.2.5 La semiretta 

In una retta r un qualsiasi suo punto O ne ripartisce il relativo insieme in due sottoinsiemi non 
vuoti p e r, (assioma di ripartizione della retta). Ciascun insieme è detto semiretta aperta 
di origine O e l’unione di una semiretta aperta con il punto origine O è detta simeretta chiu¬ 
sa o più semplicemente semiretta. Valgono le seguenti relazioni: 

i\ u r 2 = r r t n r, = 0 

Due semirette della stessa retta e con stessa origine si dicono opposte. 

9.2.6 I SEGMENTI 

Definiamo segmento chiuso o più semplicemente segmento la parte di retta compresa tra due 
suoi punti A e B detti estremi, inclusi gli estremi stessi. Definiamo consecutivi due segmen¬ 
ti che hanno un estremo in comune. Definiamo adiacenti due segmenti consecutivi se appar¬ 
tenenti ad una stassa retta. Definiamo distanza AB la lunghezza del segmento che ha per estre¬ 
mi i punti A e B. 

9.2.7 Piano e semipiano 

Abbiamo già preso in esame con Euclide e Hilbert i postulati o assiomi che individuano le 
proprietà del piano. Se consideriamo una qualsiasi retta r di un piano a, questa ripartisce il 
piano in due insiemi non vuoti ognuno dei quali è detto semipiano aperto di origine r e tali 
che due qualsiasi punti A e B di a apparterranno a due semipiani diversi o allo stesso semi¬ 
piano a seconda che il segmento AB interseca o meno la retta origine r (assioma di partizio¬ 
ne del piano). L’unione di un semipiano aperto e della retta origine è detta semipiano chiu¬ 
so o più semplicemente semipiano. Due semipiani dello stesso piano aventi la stessa origine 
si dicono opposti. 

9.2.8 Angoli 

In un piano due semirette aventi l’origine in comune individuano una suddivisione del piano in 
due parti dette angoli; il punto origine delle semirette costituisce il vertice e le semirette danno 
luogo ai lati degli angoli. Dei due angoli, quello che contiene i prolungamenti delle semirette è 
detto concavo, l’altro convesso ed è quest’ultimo che si intende per angolo propriamente detto 
(fig. 9). L’angolo concavo è definibile anche come l’insieme unione di due semipiani aventi per 
origine due rette r e s incidenti e quello convesso come l’intersezione di questi (fig. 10). 
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Definiamo consecutivi due angoli che hanno in comune il vertice ed un lato (fig. 11) ed adia¬ 
centi due angoli consecutivi con i lati non comuni appartenenti alla stessa retta (fig. 12). 



Un angolo piatto è un angolo convesso che ha i lati appartenenti ad una stessa retta. L’ango¬ 
lo giro è un angolo che copre da solo l’intero piano sul quale è stata fissata una semiretta (fig. 
13). Sono detti angoli opposti al vertice due angoli per i quali i lati dell’uno sono i prolun¬ 
gamenti dei lati dell’altro (fig. 14). 




fig- 14 
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Teorema: due angoli con i lati paralleli, entrambi concordi o entrambi discordi, sono con¬ 
gruenti. 


Teorema: due angoli con i lati paralleli, due concordi e due discordi, sono supplementari. 
Teorema: due angoli aventi i lati a due a due perpendicolari sono congruenti o supplementari. 
9.2.9 Luoghi geometrici 

Si definisce luogo geometrico l’insieme di tutti e soli i punti che godono di una determinata 
proprietà geometrica. 

Per poter affermare che una figura sia un luogo di punti occorre dimostrare prima che ogni 
suo punto goda di quella certa proprietà e successivamente che, se un punto ha tale proprietà, 
esso debba appartenere alla figura. 

Teorema: l’asse di un segmento è il luogo dei punti di un piano equidistanti dagli estremi A 
e B del segmento. 

Iniziamo dimostrando che un punto qualsiasi P dell’asse di un segmento AB è equidistante 
dagli estremi A e B. 


P 


P 




a) 


b) 


fig- 15 

Nel triangolo in fig. 15a, per ipotesi: 

PHLAB 
AH = HB. 

I triangoli AHP e BHP, rettangoli per ipotesi, sono congruenti perché hanno PH in comune e 
AH = TTb quindi PÀ = PB. 

Per completare la dimostrazione dobbiamo verificare che se un punto P è equidistante dagli 
estremi A e B di un segmento allora esso deve appartenere all’asse di AB. 

Consideriamo (fig. 15b) il segmento AB e un punto P tale che sia PA = PB; indicando con H 
il punto medio di AB (AH = HB), dobbiamo dimostrare che è PH _L AB. 

Congiungiamo P con H; i due triangoli AHP e BHP hanno i tre lati congruenti (PH in comu¬ 
ne, PA = PB per ipotesi, AH = HB per costruzione) e, pertanto, sono congruenti per il terzo 
criterio. 

I due angoli in H sono congruenti e supplementari, quindi sono due angoli retti. Possiamo così 
concludere che PH è perpendicolare ad AB. 


Teorema: la bisettrice di un angolo è il luogo dei punti di un piano equidistanti dai lati dell’an¬ 
golo. 
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M 



Iniziamo dimostrando che, se P è un 
punto della bisettrice dell’angolo MON 
(fig. 16), allora sono congruenti le sue 
distanze dai lati dell’angolo. 

MÒP = NÒP 
PH _L OM 
PKLON 

Consideriamo i due triangoli PHO e 
PKO (fig. 16), essi hanno l’ipotenusa 
OP in comune e POH = POK, quindi 
sono congruenti e si può così dedurre 
eh e è PH = PK. 

Completiamo la dimostrazione verifi¬ 
cando che, se il punto P è equidistante 
dai lati dell’angolo MON, allora esso 
appartiene alla bisettrice dell’angolo . 
Dalla fig. 16: 

~PH L~OM 
PKLON 
PH = PK. 


I due triangoli rettangoli OHP e OKP hanno P ipotenusa OP in comune e PH = PK; quindi 
sono congruenti. Ne deriva che POH = POK e ciò ci permette di concludere che P appartie¬ 
ne alla bisettrice di MON. 


9.2.10 Linea spezzata 

Definiamo linea spezzata una figura geometrica costituita da più segmenti due a due conse¬ 
cutivi, dove gli estremi dei segmenti stessi sono i vertici ed i segmenti i lati; è detta aperta se 
i vertici estremi non coincidono, chiusa se coincidono. La consecutività nella definizione esclu¬ 
de la possibilità di avere i vertici tutti su una unica retta; tale eventualità darebbe luogo ad una 
spezzata degenere. 


9.3 Grandezze geometriche e loro misura: confronto tra grandezze 


9.3.1 LA RELAZIONE DI CONGRUENZA 

Definiamo congruenza piana una corrispondenza biunivoca tra punti del piano tale che, dati 
due qualsiasi punti A e B, la loro distanza è la stessa di quella che intercorre tra i punti a que¬ 
sti corrispondenti A’ e B’. Se consideriamo quindi due figure geometriche come insiemi, la 
corrispondenza in oggetto conserva inalterate le distanze tra i punti passando dalla prima alla 
seconda figura (isometria); il risultato della trasformazione consiste in due figure perfettamen¬ 
te sovrapponibili. Ricordiamo al riguardo che il concetto euclideo di “uguaglianza” tra figu¬ 
re geometriche è dato proprio per sovrapponibilità delle figure stesse. 

Dalla teoria degli insiemi segue che una congruenza C è una legge di trasformazione che per 
ogni punto P determina un punto immagine P’ (fig. 17) tale che: 

P’=C(P) oppure CLP—> P' 
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Viste le premesse possiamo dire che una congruenza trasforma: 

- segmenti in altri segmenti aventi per estremi i punti immagine di quelli dati; 

- semirette in altre semirette aventi per origine l’immagine di quella data; 

- rette in rette e semipiani in semipiani; 

- rette parallele in rette parallele (all’interno delle singole figure); 

- angoli convessi in altri angoli convessi i cui vertici ed i cui lati sono le immagini di quelli dati. 
Le proprietà descritte sono teoremi di cui omettiamo la dimostrazione. 

Anche la congruenza è una relazione di equivalenza in quanto gode delle proprietà riflessiva, 
simmetrica e transitiva; ciò consente di ripartire tutte le diverse tipologie di figure del piano 
in sottoinsiemi distinti detti classi di equivalenza. 

9.3.2 NOZIONE DI EQUIVALENZA (EQUIESTENSIONE) 

Due figure piane sono equivalenti quando le superfici che ricoprono hanno la stessa estensio¬ 
ne; è una relazione di equivalenza e come tale è riflessiva, simmetrica e transitiva. È caratte¬ 
rizzata dai postulati: 

- Due figure congruenti sono equivalenti (non è sempre vero il contrario); 

- La somma di due figure equivalenti a due figure equivalenti sono due figure ancora equivalenti; 

- La differenza tra coppie di figure equivalenti sono due figure ancora equivalenti. 

I due ultimi postulati derivano dagli assiomi di Euclide e sono alla base di un criterio: due fi¬ 
gure sono tra loro equivalenti se sono scomponibili in figure due a due equivalenti tra loro ov¬ 
vero se sono equiscomponibili. Nella pratica risulta comodo utilizzare scomposizioni in figu¬ 
re due a due congruenti. 

9.3.3 Equivalenza delle superfici piane 

Tutte le figure, indipendentemente dalla loro forma, hanno una certa estensione, cioè la par¬ 
te di piano limitata da una linea chiusa. 

Due superfici S e S l aventi la stessa estensione si dicono equivalenti e si scrive: 

S = S l 

Quindi due superfici congruenti sono anche equivalenti, ma due superfici equivalenti 
non sempre sono congruenti. 

L’equivalenza tra figure piane gode delle seguenti proprietà: 

a) ogni superficie piana è equivalente a se stessa (proprietà riflessiva dell’equivalenza); 

b) se una superficie è equivalente a un’altra, la seconda è equivalente alla prima (proprietà 
simmetrica dell’equivalenza); 
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terza sono equivalenti fra loro (proprietà transitiva dell’e- 

Rappresentiamo una superficie S e dividiamola in due 
parti mediante un segmento AB, ottenendo così due su- 
perfici Sj e S 2 (fìg. 18). 

Considerando le estensioni delle superfici S, S 2 e S 2 pos¬ 
siamo dire che S è la somma delle estensioni di S e S 2 

S — S 1 + S 2 

La somma di due o più superfici gode delle proprietà 
commutativa e associativa: 

S i + S 2 ~ S i + S i e + S 2> + S 3 = S l + 

fìg. 18 (S 2 + S 3 ) 

e somme di superfici equivalenti sono equivalenti. 

Se di due superfici piane S 1 e S,, la seconda è equivalen¬ 
te a una parte della prima, si dice che S 1 è maggiore di S 2 oppure S 1 è minore di 

S 1 > S 2 oppure S 2 < S 1 

Se la superficie S è la somma delle superfici ^ e S 2 , si dice anche che S, è la differenza fra S 
e S t e si scrive: 

s^s-s, 

Differenze di superfici equivalenti sono equivalenti. 

Siccome superfici congruenti sono equivalenti e somme di superfici equivalenti sono equiva¬ 
lenti, si ha il seguente: 

Teorema: due figure scomponibili in parti rispettivamente congruenti sono equivalenti. 
9.3.4 Classi di grandezze geometriche 

Diciamo classe di grandezze geometriche un insieme di figure geometriche della stessa spe¬ 
cie (omogenee) per le quali è possibile: 

a) definire un criterio di confronto attraverso il quale è possibile decidere, presi due qualsiasi 
elementi dell’insieme, quale sia il maggiore o se sono uguali (congruenti, equivalenti); 

b) definire una operazione di somma. 

I segmenti, gli archi di una stessa circonferenza, le superfici piane, ecc. sono tutti esempi di 
classi di grandezze geometriche; per questi enti, infatti, è sempre possibile il confronto tra due 
elementi e l’operazione di somma tra due elementi che risulta ancora un elemento dello stes¬ 
so insieme. Valgono le seguenti proprietà: 

- dette A e B due grandezze omogenee può aversi soltanto: A > B oppure A < B oppure A 
= B (il segno = sta a significare congruenza o equivalenza e gode delle proprietà riflessi¬ 
va, simmetrica e transitiva); 

- se A > B esiste la differenza A - B; 

- detta A una qualsiasi grandezza, esiste sempre una grandezza B multipla di A secondo un 
fattore k che corrisponde alla somma di k grandezze A (B = kA). A è ovviamente sotto¬ 
multipla di B essendo A = B/k. 

Con la definizione di multipli e sottomultipli di grandezze possiamo definire il loro rapporto 
distinguendo i seguenti casi: 

- A multiplo di B ovvero A = pB (fig. 19); da ciò discende che A/B = p (numero intero); 
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- A e B ammettono una grandezza sottomultipla comune ovvero A = pC e B = qC (fìg. 20); 
da ciò discende A/B = p/q (numero razionale). 


P = 5 

A >-* - 

—- 1 p - 3 

A/B = 5 

B i - 1 - 

— q = 2 


c .-.- 

A/B = 3/2 


fig- 19 fig. 20 

Entrambi gli esempi visti rappresentano casi di grandezze che ammettono un sottomultiplo 
comune (B stesso nel 1° caso e C nel 2°); in questo caso le due grandezze sono commensu¬ 
rabili. Nel caso in cui due grandezze omogenee non ammettono un sottomultiplo comune il 
loro rapporto è rappresentato da un numero irrazionale (ad es.: circonferenza e raggio, diago¬ 
nale di un quadrato e lato); in questo caso definiamo incommensurabili le due grandezze. 

9.3.5 Misura delle grandezze geometriche 

In un insieme omogeneo di figure geometriche è sempre possibile individuare un elemento U 
che utilizzeremo come unità di confronto per tutti gli altri elementi; il confronto è definito at¬ 
traverso il rapporto tra ogni elemento e U. Il risultato di tale rapporto lo definiamo misura m 
di quell’elemento ed è un numero maggiore, minore o uguale ala seconda che: A > U, 
A<UoA = U; più in generale definiamo: 

misura di una grandezza geometrica A rispetto ad un’altra ad essa omogenea U (presa 
come unità di riferimento) il numero reale che definisce quantitativamente la relazione 
d’ordine esistente tra A e U; e scriviamo: 

misura m = A/U (sempre positivo) 

Da quanto sopra discende il seguente teorema: il rapporto tra due grandezze A e B è uguale al 
quoziente delle loro misure rispetto alla medesima unità U che diciamo a e b rispettivamente. 
Si ha infatti: A = aU e B = bU, ma esiste anche un numero reale r tale che A = rB da cui A = rbU. 
Per confronto tra la prima e l’ultima espressione di A avremo a = rb ovvero r = a/b, ma essen¬ 
do r = A/B => A/B = a/b. 

9.3.6 Grandezze proporzionali 

Quattro grandezze, due a due omogenee tra loro (non necessariamente tutte omogenee), sono in 
proporzione se il rapporto tra le prime due è uguale al rapporto tra le seconde due e si scrive: 


A : B = C : D 


Teorema 

Condizione necessaria e sufficiente affinché quattro grandezze siano in proporzione è che lo 
siano le loro misure. 

Possiamo porre: 

A = aU B = bU C = cU D = dU 

(essendo a, b, c, d le misure delle quattro grandezze A, B, C, D rispettivamente). 

Necessità: Hp) A : B = C : D; Th) a : b = c : d 
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Per il teorema precedente 

A/B = a/b e C/D = c/d (1) 

allora A:B = C:D=>a:b = c:d c.v.d. 

Sufficienza: Hp) a : b = c : d; Th) A : B = C : D 
Per le (1) e la transitività dell'uguaglianza si ha anche: 

a:b = c:d=»A:B = C:D c.v.d. 


Questo teorema consente di applicare le proprietà aritmetiche delle proporzioni alle propor¬ 
zioni tra grandezze geometriche. 


Per la proprietà 

dell’invertire 
del permutare i medi 
del permutare gli estremi 
del comporre 
dello scomporre 
del comporre antecedenti 
e conseguenti 

dello scomporre antecedenti 

e conseguenti 

della serie dei rapporti 


A : B = C : D 


segue 


(A + B): 
(A-B) 


A = 
: A = 


(C + D): 
: (C — D) : 


A:B=C:D=E:F 




B 

: A 

= D 

C 




A 

: C 

= B 

D 




D 

: B 

= C 

A 


o (A 

iB) 

: B = 

(C- 

t-D) 

D 

(*) 

o (A 

-B) 

: B = 

(C 

-D) 

D 

(*) 

(A + 

C): 

(B + 

D) 

= A 

B 

(*) 

(A + 

C): 

(B + 

D) 

= C 

D 

(*) 

(A- 

C): 

(B- 

D) 

= A 

B 

(*) 

(A- 

C): 

(B- 

D) 

= C 

D 

(*) 

+ E) 

(B 

t-D-t 

-F) 

= A 

B 

(*) 

+ E) 

(B- 

hD + 

F) 

= C 

D 

(*) 

+ E) 

: (B 

+ D 

hF) 

= E 

F 

(*) 


(*) è sempre possibile applicare a tali relazioni le proprietà dell’invertire e del permutare. 


Teorema della unicità della quarta proporzionale 

Date tre grandezze A, B e C (di cui A e B omogenee tra loro), esiste ed è unica una quarta 
grandezza D tale che: 


A : B = C : D 


Se infatti esistesse una quinta grandezza X tale che: 


A : B = C : X 


essendo il rapporto tra due grandezze uguale al rapporto tra le rispettive misure avremo: 

a:b = c:d e a:b = c:x 
ne seguirebbe: d = bc/a = x, ovvero necessariamente: X = D. 
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Dalla definizione data per grandezze in proporzione tra loro discende la seguente definizione 
applicata agli insiemi di figure geometriche (classi di grandezze): 

Due classi di grandezze geometriche, tra le quali esiste una legge di corrispondenza biu¬ 
nivoca, sono direttamente proporzionali se il rapporto tra due qualsiasi grandezze del¬ 
la prima classe e quello tra le due corrispondenti della seconda sono uguali (formano 
una proporzione). 

Il rapporto è detto costante di proporzionalità. 

Criterio di proporzionalità diretta 

Teorema: due classi di grandezze in corrispondenza biunivoca Si, e SI, sono direttamente pro¬ 
porzionali se e solo se: 

a) a grandezze uguali della prima classe corrispondono grandezze uguali della seconda; 

b) alla somma di due grandezze della prima classe corrisponde la somma delle corrisponden¬ 
ti grandezze della seconda. 

Hp): fi e fi, sono direttamente proporzionali 
Th): la corrispondenza conserva l’uguaglianza e la somma 

a) Dalla ipotesi deriva: A l : B, = A 2 : B, 
dove Aj e Bj sono elementi di fìj e A, e B, elementi di Sì, 

la condizione A ( = B! implica (attraverso il teorema delle misure) la relazione A 2 

b) Applicando la proprietà del comporre alla proporzione (2) otteniamo: 

A 1 :(A 1 + B 1 )=A 2 :(A 2 + B 2 ) 

la somma (Aj + B t ) è un elemento di fìj per ipotesi (fi classe di grandezze) ed a questo 
corrisponde in fl 2 un elemento che chiamiamo X 2 , da cui: 

Aj : (A, + Bj) = A, : X, 

Per l’unicità del quarto proporzionale sarà: 

X,=A, + B, c.v.d. 

Consideriamo ora il teorema inverso scambiando il ruolo della ipotesi con quello della tesi. 

Hp): la corrispondenza conserva l’uguaglianza e la somma 
Th): fi e (X, sono direttamente proporzionali 

Diciamo A p B t e tre elementi di fi , e diciamo C 2 , D, e H, i corrispondenti tre elementi di 
fl 2 , allora: 

1) se in fi esiste un A = [^ + K avremo, per la conservazione dell’uguaglianza prevista in 
ipotesi, C, = D 2 + K, in fl 2 ; 

2) se consideriamo poi due elementi Nj = nA ed = mBj in <1 per lo stesso motivo avre¬ 
mo in fi, i due elementi corrispondenti N, = nC, ed M, = mD, per qualsiasi m ed n; 

3) se in flj si verifica A t > B r dalla (1) avremo C 2 > D, in fi,; 
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4) per le (1) e (2) se in L^ si verifica nA t > mB ( , consegue in (1, nC 2 > mD,; 

5) per le (1) e (2) se in si verifica nA t < mB^ consegue in fi, nC 2 < mD,; 

6) dalla ipotesi deriva anche che se in 0 si verifica nA = mB p consegue in fì 2 , nC, = mD,. 

Dalle 6 posizioni descritte si può riassumere che se, comunque prendo due numeri n ed m, da 
n A ! =g mBj in LI consegue nC 2 S= mD, in fì 2 , e viceversa. 

Ciò corrisponde alla definizione euclidea di proporzione: 

quattro grandezze A, B, C, D formano una proporzione A : B = C : D se comunque prendo 
due numeri m ed n risulterà sempre: 


nA < mB se e solo se nC < mD 


9.3.7 Lunghezza di un segmento 

Con un ragionamento analogo a quello affrontato per il concetto di direzione possiamo con¬ 
siderare l’insieme di tutti i possibili segmenti (ad es.: distinti per giacitura nel piano e per di¬ 
mensione) e ripartire tale insieme in base alla relazione di congruenza che, come è noto, è una 
relazione di equivalenza. Con tale procedimento generiamo un insieme quoziente dove in cia¬ 
scun sottoinsieme sono descritti tutti e solo i segmenti congruenti tra loro e quindi sovrappo¬ 
nibili. Le classi di equivalenza di segmenti congruenti tra loro così formate definiscono 
ognuna una ben determinata “lunghezza”. 

È necessario ora distinguere tra concetto di lunghezza che caratterizza tutta una classe di 
segmenti e misura delle lunghezza stessa; quest’ultima è un numero associato al rapporto 
tra la lunghezza del segmento preso a rappresentare una classe e la lunghezza di un segmen¬ 
to che rappresenta l’unità. Diamo ora la definizione di confronto, somma e differenza tra 
segmenti. 

- Confrontare due segmenti AB e CD significa sovrapporne due estremi (ad es.: A e C) e 
verificare la posizione di un secondo estremo rispetto all'altro secondo; può accadere 
che B risulti interno a CD o coincidente con D oppure che D risulti interno ad AB. Di¬ 
remo allora che AB è minore, congruente o maggiore di CD. Le stesse conclusioni sono 
applicabili alle rispettive lunghezze. 

- Sommare due segmenti AB e CD significa costruire un segmento adiacente dell’uno sul 
proprio prolungamento mediante un segmento BE congruente con l’altro (fig. 21); il seg¬ 
mento somma, con riferimento alla fig. 21, è AE; se AB e CD sono congruenti, i punti 
B = C rappresentano il punto medio di AE. 

- Sottrarre due segmenti AB e CD (con AB > CD) significa individuare sul segmento mag¬ 
giore AB un punto E interno tale che risulti AE congruente con CD; il segmento diffe¬ 
renza, con riferimento alla fig. 22 è EB; se AB e CD sono congruenti, gli estremi E e B 
sono coincidenti e la differenza è un segmento nullo. 

A BEA E B 


C 


D 


C 


D 


fig- 21 


fig- 22 
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9.3.8 Ampiezza di un angolo 

Con ragionamento assolutamente analogo al precedente possiamo definire ampiezza di un 
angolo quella intrinseca caratteristica di tutta una determinata classe di equivalenza com¬ 
posta da tutti e soli angoli congruenti con quello dato; come per i segmenti, gli angoli con¬ 
gruenti hanno la stessa ampiezza e viceversa. La misura dell’ampiezza di un angolo è un 
numero associato al rapporto tra l’ampiezza di quell’angolo e quella di un angolo assunto 
unitario. Diamo ora la definizione di confronto, somma e differenza tra angoli. 

- Confrontare due angoli ABC e DÉF significa sovrapporne i vertici B ed E e le semiret¬ 
te relative a due lati corrispondenti (ad es.: BA e ED). Può accadere che il secondo lato 
di un angolo risulti interno, coincidente o esterno al secondo lato dell’altro angolo; avre¬ 
mo allora che quell’angolo è rispettivamente minore, congruente o maggiore dell’altro. 

- Sommare due angoli significa costruire un angolo consecutivamente al primo e con¬ 
gruente con il secondo; l’angolo che risulta definito dai due lati non comuni di tale co¬ 
struzione è l’angolo somma ABF’ (fìg. 23). 

- La differenza di due angoli ABC e DÉF (con ad es.: ABC > DÉF) si ottiene traslando 
fino al sovrapporsi di due lati in modo che il secondo lato dell’angolo minore cada in¬ 
ternamente a quello maggiore (fìg. 24); l’angolo differenza è quello compreso tra i se¬ 
condi lati dei due angoli dati F ’BC. 

Con angoli ABC e DEF congruenti l’angolo differenza è nullo. 

B E B E 




ABC + DÉF = ABF’ ABC - DEF = F’BC 

fig. 23 fig. 24 

Definiamo angolo retto una delle due parti individuate dalla bisettrice di un angolo piatto. De¬ 
finiamo angolo acuto un angolo minore di un angolo retto; ottuso se maggiore. Definiamo an¬ 
goli complementari due angoli acuti la cui somma è un angolo retto. Definiamo supplemen¬ 
tari due angoli la cui somma è un angolo piatto. Definiamo esplementari due angoli la cui 
somma è un angolo giro. 

Teorema: gli angoli opposti al vertice sono congruenti. 

Con riferimento alla fìg. 25 gli angoli a e (3 sono supplementari perché hanno ognuno un lato 
sulla stessa retta r; per lo stesso motivo anche y e (3 sono supplementari tra loro. Da ciò di¬ 
scende che gli angoli opposti al vertice a e y risultano supplementari dello stesso angolo [3 e 
quindi congruenti. Un ragionamento analogo vale anche per (3 e 8. 
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9.3.9 Estensione di una superficie 

La relazione di equiestensione, nell’insieme delle superfìci chiuse (insiemi limitati da una li¬ 
nea), è una relazione di equivalenza che rende possibile la partizione in classi di equivalenza 
dell’insieme stesso. Ogni classe così definita rappresenta una particolare estensione superfi¬ 
ciale ovvero l’insieme di una superficie e di tutte le superfìci ad essa equiestese (indipenden¬ 
temente dalla loro forma). L’insieme delle superfìci è un insieme di grandezze omogenee e 
quindi suscettibile di misurazioni attraverso l’individuazione di una unità di misura. Il nume¬ 
ro associato ad ogni misura è detto area della estensione superficiale. 

L’unità di misura è individuabile in modo arbitrario, tuttavia è consuetudine utilizzare il qua¬ 
drato di una unità di misura delle lunghezze; detta U quest'ultima, le aree sono misurate at¬ 
traverso una unità costituita da un quadrato di lato U. 


9.4 Poligoni 


9.4.1 Definizioni 

Definiamo poligono una figura geometrica formata dai lati di una spezzata chiusa contenuta 
in un unico piano e da tutti i punti ad essa interni; i segmenti ed i loro estremi costituiscono i 
lati ed i vertici rispettivamente del poligono, la spezzata, invece, il perimetro. 

Definiamo quindi lato di un poligono il segmento che ha per estremi due vertici consecutivi, 
mentre, definiamo diagonale il segmento che ha per estremi due vertici non consecutivi. 
Definiamo angolo interno di un poligono ogni angolo che ha per vertice un vertice del poli¬ 
gono e per lati i due lati consecutivi sullo stesso vertice (a in fìg. 26a). 

La misura della estensione della superficie poligonale è detta area del poligono; la misura del 
perimetro corrisponde alla misura della lunghezza del segmento somma dei lati del poligono. 
Definiamo angolo esterno quello supplementare di un angolo interno; ha per vertice un verti¬ 
ce del poligono e per lati un lato del poligono ed il prolungamento di quello ad esso consecu¬ 
tivo su quel vertice (0 in fìg. 26a). 

Anche il poligono può risultare convesso o concavo secondo la definizione già data per le fi¬ 
gure. Un poligono convesso risulta tutto contenuto in un unico semipiano dei due individua¬ 
ti dalla retta di giacitura di ognuno dei lati del poligono stesso; in fìg. 26b i due lati BC e CD 
non rispettano la condizione data. 
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a) Poligono convesso b) Poligono concavo 

fig-26 


Daremo una prima classificazione dei poligoni sulla base del numero dei lati. 
9.4.2 Proprietà 


Teorema: la somma degli angoli interni di un triangolo è un angolo piatto. 

Con riferimento alla fìg. 27 tracciamo una retta r parallela al lato BC passante per il vertice 
A; per il 5° postulato di Euclide questa è unica, da cui consegue la unicità della conclusione. 
Gli angoli (3 e [3 7 sono congruenti come pure gli angoli ye y ’ perché alterni interni nella con¬ 
figurazione delle rette parallele r ed s intersecate rispettivamente da AB e AC. La somma de¬ 
gli angoli a, (3’ e y ’ è un angolo piatto. c.v.d. 


A r B 




fig- 27 fig. 28 


Dal teorema precedente discende che, in ogni triangolo, ogni angolo esterno è pari alla som¬ 
ma dei due angoli interni non adiacenti a quello esterno considerato. Con riferimento alla fìg. 
28 l’angolo esterno 8 e la somma a+ (3 sono supplementari dello stesso angolo y e quindi con¬ 
gruenti. Da quanto sopra discende che un angolo esterno di un triangolo è sempre maggiore 
di uno qualsiasi degli angoli ad esso non adiacenti. 

Teorema: in un poligono di n lati la somma degli angoli interni vale (n - 2) angoli piatti. Con 
riferimento alla fìg. 29 prendiamo un punto P interno al poligono e congiungiamolo ai verti¬ 
ci dello stesso; si vengono a formare n triangoli per ognuno dei quali la somma degli angoli 
interni è un angolo piatto; la somma di n angoli piatti quindi contemplerà la somma degli an¬ 
goli interni al poligono cercata e la somma degli angoli relativi al vertice P di tutti gli n trian- 
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goti che sommati tra loro formano due angoli piatti. Pertanto la somma cercata sarà quella di 
n angoli piatti diminuita di due. 


A B 



fig- 29 


Teorema: la somma degli angoli esterni di un qualsiasi poligono vale un angolo giro. La di¬ 
mostrazione discende dal teorema precedente e dalla definizione di angolo esterno. 

Diagonali di un poligono 

Il numero di diagonali N d di un poligono di n lati è calcolabile attraverso la seguente formula: 

(5-3 In 
d 2 

Da ogni vertice possono uscire n - 3 diagonali; per definizione di diagonale il segmento non 
può collegare il vertice a se stesso ed a quelli adiacenti. Il ragionamento è ripetibile per ogni 
vertice contando però due volte la stessa diagonale (una per ogni vertice estremo della stes¬ 
sa) da cui la formula descritta. 

9.4.3 Triangoli 

Il triangolo è un poligono di tre lati e tre vertici; ad ogni vertice corrisponde un angolo i cui 
lati sono i lati del triangolo che hanno l’estremo comune coincidente con quel vertice. I lati e 
gli angoli sono gli elementi di un triangolo. 

Un lato è opposto ad un angolo quando non contiene il vertice di quell’angolo. Gli angoli 
esterni di un triangolo sono angoli adiacenti (supplementari) agli angoli interni del triangolo. 

Classifichiamo i triangoli in base agli angoli interni o ai lati: 
per angoli (fig. 30) per lati 

- acutangolo: gli angoli sono tutti acuti (a) - scaleno: i lati sono tutti diversi 

- rettangolo: un angolo è retto (e due acuti - isoscele: due lati sono congruenti 

e complementari tra loro) (b) 

- ottusangolo: un angolo ottuso (e due acuti) (c) - equilatero: i tre lati sono congruenti 
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a) A b) A c) A 



fig.30 


In un triangolo (fìg. 31), definiamo: 

- bisettrice di un angolo il segmento della semiretta che origina nel vertice dell’angolo e che 
lo divide in due parti congruenti (a); 

- mediana relativa ad un lato del triangolo il segmento che unisce il punto medio del lato 
con il vertice opposto (b); 

- altezza relativa ad un lato il segmento perpendicolare al lato stesso (oppure al suo pro¬ 
lungamento) che ha per estremi il vertice opposto ed il piede della perpendicolare al 
lato stesso (c). 



- Ogni triangolo ha tre bisettrici, tre mediane e tre altezze. 

- Nei triangoli rettangoli due altezze coincidono con i cateti in quanto lati perpendicolari tra loro. 

- Nei triangoli isosceli, mediana, bisettrice ed altezza relative al lato che non ha congruen¬ 
ti coincidono tra loro. 

- Nei triangoli equilateri, mediana, bisettrice ed altezza relative ad ogni lato coincidono tra loro. 


Teorema: se un triangolo ha due lati non congruenti, il maggiore dei due ha l’angolo oppo¬ 
sto maggiore (hg. 32). Hp: BC > AC => Th: a > (3 

A 



fig-32 
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Riportiamo sul lato BC un segmento CD congruente con AC ed uniamo i punti A e D; per ipo¬ 
tesi il punto D è interno a BC. Per costruzione il triangolo ACD è isoscele quindi 8 ed 8 sono 
congruenti perché angoli alla base del triangolo isoscele. Il lato AD è compreso tra AC e AB 
quindi 8 < a. Da quanto sopra 8 = 8 < a. Nel triangolo BDA l’angolo 8 è un angolo esterno, 
pertanto l’angolo [3 non adiacente ad esso risulta: (3 < 8 < a; ecco quindi che alla relazione tra 
i lati della ipotesi segue quella tra gli angoli opposti della tesi: 

BC > AC => a > (3 

Teorema inverso: se un triangolo ha due lati non congruenti, il lato opposto all’angolo mag¬ 
giore è maggiore di quello opposto all’angolo minore (fig. 32). 

Hp): (3 > y => Th) : ÀC > AB 

Corollario: in un triangolo rettangolo l’ipotenusa è sempre maggiore dei cateti; in un trian¬ 
golo ottuso il lato maggiore è quello opposto all’angolo ottuso. 

Teorema: in un triangolo un lato è minore della somma degli altri due (fig. 33). 

Hp) : ABC è un triangolo => Th) : BC < AB + AC 

Supponendo BC il lato maggiore pro¬ 
lunghiamo B A da A con un segmen¬ 
to AD congruente con AC e congiun¬ 
giamo D con C; il triangolo ACD è 
isoscele sulla base CD per costruzio¬ 
ne da cui 8 = 8 e BCD > 8 (essendo 
A interno a BD). Da quanto sopra è 
anche BCD > 8. Dal triangolo BCD 
per il teorema appena descritto avre¬ 
mo BC < BD ovvero BC < AB + AD; 
essendo per costruzione AD = AC ab¬ 
biamo la tesi. fig. 33 

Teorema: in un triangolo un lato è maggiore della differenza degli altri due (fig. 33). 

Hp) : ABC è un triangolo => Th) : BC > AB - AC 

Se AB ed AC fossero congruenti il teorema sarebbe dimostrato; ipotizziamo allora AB > AC. 
Per il teorema precedente possiamo scrivere per AB : 

AB < BC + ÀC 

sottraendo il segmento AC ad ambo i segmenti (AB e segmento somma BC + AC) della rela¬ 
zione precedente avremo la tesi. 
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9.4.4 Quadrilateri 

I quadrilateri sono poligoni di quattro lati; tra questi distinguiamo i trapezi ed i parallelogrammi. 

Trapezi 

Si dice trapezio ogni quadrilatero avente due (e solo due) lati paralleli. 

I lati paralleli AB e CD disuguali si dicono basi e precisamente AB base maggiore e CD base 
minore. I lati non paralleli AD e BC si dicono lati obliqui del trapezio o semplicemente lati. La 
distanza fra le rette parallele cui appartengono le due basi si dice altezza del trapezio (fig. 34). 
Gli angoli AtD sono supplementari perché coniugati interni rispetto alle parallele AB e DC 
tagliate dalla trasversale AD. Anche gli angoli 8eC sono supplementari perché coniugati in¬ 
terni rispetto alle parallele AB e DC tagliate dalla trasversale BC. 

D base minore C D base minore C 




fig-34 

I trapezi si suddividono in (fig. 35): 

- rettangolo, caratterizzato da un angolo retto (a); 

- isoscele, avente due lati obliqui congruenti e quindi (teorema) gli angoli relativi alla stes¬ 
sa base congruenti (b); 

- scaleno, avente tutti i lati diversi (c). 


D C 



a) trapezio rettangolo 


D C 



b) trapezio isoscele 


fig. 35 


D C 

L 

A B 

c) trapezio scaleno 


Nel trapezio rettangolo la proiezione del lato obliquo sulla base maggiore è congruente con 
il segmento differenza delle basi (fig. 35a): 

HB =ÀB - DC 

Nel trapezio isoscele le proiezioni dei lati obliqui sulla base maggiore sono congruenti (fig. 35b): 

ÀH> ÀHT= AB ~ DC 
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Parallelogrammi 

Si dice parallelogrammo ogni quadrilatero avente i lati opposti paralleli. 

In ogni parallelogrammo ciascun lato può essere 
considerato come base e l’altezza è la distanza fra 
le rette parallele cui appartengono la base e il lato 
opposto (fìg. 36). 

In ogni parallelogramma: 

- i lati opposti, paralleli, sono congruenti perché in¬ 
dividuati su rette parallele da rette parallele; 

- gli angoli consecutivi sono supplementari (cor¬ 
rispondenti nella intersezione di un lato su due 
paralleli); 

- le due diagonali si intersecano nel loro punto medio 
e ognuna individua due triangoli congruenti; 

- gli angoli opposti sono congruenti perché ango¬ 
li relativi a vertici corrispondenti dei due trian¬ 
goli congruenti individuati dalle diagonali; 

- in ogni parallelogramma si possono individuare due altezze; una per ogni coppia di lati 
paralleli. 

Nell’insieme dei parallelogrammi distinguiamo rombi, rettangoli e quadrati che possono es¬ 
sere considerati casi particolari dei due precedenti. 

- Definiamo rombo un parallelogramma avente quattro lati congruenti; 

- Definiamo rettangolo un parallelogramma con quattro angoli congruenti (retti); 

- Definiamo quadrato un parallelogramma con quattro lati e quattro angoli congruenti (retti). 
Nei rettangoli, quadrati e rombi le diagonali sono perpendicolari tra loro e bisettrici degli angoli. 

9.4.5 Poligoni regolari 

Definiamo regolare un poligono che presenta lati ed angoli tutti congruenti. I triangoli equi¬ 
lateri, i quadrati ed i poligoni con numero n di lati, tutti congruenti, maggiore o uguale a cin¬ 
que sono poligoni regolari (pentagoni, esagoni regolari ecc.). 

Teorema: in ogni poligono regolare è inscrittibile una circonferenza. 

Teorema: ad ogni poligono regolare è circoscrivibile una circonferenza. 

I centri delle due circonferenze coincidono tra loro e rappresentano il “centro del poligono” 

ovvero il punto di intersezione di tutte la bisettrici de¬ 
gli angoli interni del poligono (hg. 37). 

Il raggio della circonferenza inscritta è detto apotema 
(a) del poligono. Ogni poligono regolare di n lati è sud- 
divisibile in n triangoli congruenti normalmente isosce¬ 
li (due lati corrispondono con il raggio della circonfe¬ 
renza circoscritta). 

Teorema: il lato di un esagono regolare è congruente 
con il raggio della circonferenza circoscritta. 

Di conseguenza i sei triangoli nell’esagono regolare 
sono equilateri. 

Dalla definizione di apotema fornita segue che questa è 
identificabile con l’altezza di ciascun triangolo che 

| EdiSES www.edises t 










Sezione II - Matematica Capitolo 9 - Geometria piana 


499 


scompone i poligoni regolari e che hanno come base il 
lato del poligono stesso (hg. 38); trattandosi di triango¬ 
li isosceli o equilateri è facile calcolare il valore delle 
apoteme “a” in funzione dei lati “1” nei vari casi di po¬ 
ligoni regolari. 

Di seguito sono riportati i casi per i poligoni regolari più 
comuni (A = area del poligono). 


Poligono regolare 

kj = a/l 

k, = A/l 

triangolo equilatero 

0,289 

0,433 

quadrato 

0,5 

1 

pentagono 

0,688 

1,72 

esgono 

0,866 

2,598 

eptagono 

1,038 

3,634 

ottagono 

1,207 

4,828 

ennagono 

1,374 

6,182 

decagono 

1,539 

7,694 


D 



fig.38 


9.4.6 Calcolo dell ’area e dei perimetri dei poligoni 

Le formule per il calcolo delle aree delle superfici poligonali sono frutto di integrazione delle 
funzioni che descrivono le figure. In termini generali le formule descrivono sempre il prodotto 
delle misure di due lunghezze, una per ognuna delle dimensioni di una superficie dette comu¬ 
nemente base b e altezza h. Nei casi di figure poligonali più complesse è sempre possibile equi¬ 
parare o scomporre la figura in termini di figure più semplici come riportato di seguito. 


Poligono 

area 

perimetro 

Triangolo 

bxh/2 

\ + \ 

quadrato di lato 1 

l 2 

41 

parallelogramma 

bxh 

2(b + 1) (*) 

rettangolo 

bxh 

2(b + h) (*) 

rombo di diagonali D, d 

D x d/2 

41 

trapezio di basi B, b ed altezza h 

(B + b) h/2 

B + b + lj + 1 0 (**) 

poligono reg. di n lati 1 ed apotema a 

n xlx a/2 

ni 


(*) nel rettangolo lato obliquo 1 ed altezza h coincidono; h = 1 
(**) nel trapezio rettangolo 1 ( = h 

Dall’ultima riga dello schema delle aree si evince che 
l’area di un qualsiasi poligono regolare di n lati 1 e apo- 
tema a si può calcolare come somma dell’area di n trian¬ 
goli di base 1 ed altezza a. Essendo l’apotema definita 
come raggio della circonferenza inscritta, analogo di¬ 
scorso vale per tutti i poligoni circoscrivibili come ad 
es. in fig. 39. 

A = ar/2 + br/2 + cr/2 + dr/2 = (a + b + c + d) r/2 = P x r/2 
www.edises 
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9.5 La congruenza nei poligoni 


9.5.1 Congruenza 

Diciamo che due poligoni sono congruenti quando si corrispondono in una relazione di con¬ 
gruenza ovvero quando è possibile sovrapporli esattamente attraverso movimenti rigidi (tra¬ 
slazioni, rotazioni ecc.); due poligoni congruenti hanno tutti gli elementi, corrispondenti nel¬ 
la relazione, congruenti (angoli, lati, diagonali). 

Criterio di congruenza: due poligoni di pari numero di lati sono congruenti se hanno rispet¬ 
tivamente congruenti tutti i lati e gli angoli corrispondenti ad eccezione di tre elementi, come 
appresso indicato, per i quali non si danno ipotesi: 

- un lato ed i due angoli ad esso adiacenti; 

- due lati consecutivi e l’angolo compreso; 

- tre angoli consecutivi. 

È possibile dimostrare il suddetto teorema attraverso la suddivisione dei poligoni in triango¬ 
li formati utilizzando per esempio le diagonali uscenti da un vertice ed applicando i criteri di 
congruenza dei triangoli che andiamo a descrivere. 

9.5.2 Criteri di congruenza nei triangoli 

Euclide dimostra i primi due criteri facendo ricorso al concetto di congruenza come “ugua¬ 
glianza” per sovrapposizione. 

Primo criterio: due triangoli sono congruenti se hanno congruenti due lati e l’angolo com¬ 
preso (fìg. 40). 

Hp: AB =AW\ ÀC A se A’ 

Th: ABC = A'B’C’ A A' 

Dalla ipotesi segue che i lati 
AB e A’B’ sono sovrapponi¬ 
bili, pertanto se portiamo a 
coincidere il vertice A’ sul 
vertice A avremo la coinci¬ 
denza anche dei vertici B’ e 
B; le rimanenti posizioni di 
ipotesi sulla congruenza dei 
lati A’C’ e AC e sulla ango¬ 
lazione di tali lati rispetto al primo ci forniscono anche la sovrapponibilità dei vertici C’ e C; 
ma le coppie di vertici B, C e B’, C’ sono gli estremi dei lati B’C’ e BC che risultano quindi 
anch’essi sovrapponibili per la completa sovrapponibilità dei triangoli. 

Secondo criterio: due triangoli sono congruenti se hanno congruenti due angoli ed il lato 
compreso (fìg. 41). 

Con procedimento analogo al precedente portiamo alla sovrapposizione i lati BC e B’C’ che 
per ipotesi sono perfettamente sovrapponibili; avremo le coppie di vertici (estremi dei due 
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segmenti) B, B’ e C, C’ coincidenti. La congruenza degli angoli adiacenti, prevista in ipote¬ 
si, ci garantisce la sovrapponibilità delle rette contenenti i lati AC ed A’C’ e i lati AB ed A’B'. 
Essendo unica l’intersezione tra due rette, considerata la sovrapposizione di cui sopra, sarà 
unico il terzo vertice ovvero A = A’ per la totale sovrapposizione delle due figure. 

Hp: BC = ICC”; B= B’; C =C’ 

Th: ABC = A’B’C’ 


B C B’ C' 

fig-41 

Terzo criterio: due triangoli sono congruenti se hanno congruenti tutte le coppie di lati cor¬ 
rispondenti (fig. 42) 



Hp: AB s A’B'; AC s A’C’; BC = B’C’ 
Th: ABC = A’B’C’ 



OC 


A” 


A' 



fig ■ 42 


Con riferimento alla fig. 42, considerata l’ipotesi, possiamo ribaltare il triangolo A’B’C’ e por¬ 
tare il lato B’C’ a sovrapporsi al lato BC del primo triangolo; in questo movimento il vertice 
A’ viene a trovarsi nel semipiano opposto a quello di A dando luogo ad A”e i vertici B’ e C’ 
a coincidere con B e C rispettivamente. 

Uniamo i vertici A e A”; il segmento AA” intersecherà il lato BC (o il suo prolungamento se i 
triangoli sono ottusangoli in B o C) nel punto D che nel nostro caso è interno ai vertici B e C. 
Essendo per ipotesi AB = A’B’ e per costruzione A’B’ = BA” sarà, per transitività della con¬ 
gruenza, AB = BA” ed il triangolo AB’A” risulterà isoscele; da ciò consegue che gli angoli 
alla base AA”, cioè a e a’, sono congruenti. Con ragionamento analogo risulta isoscele an¬ 
che AC A” e di conseguenza: 8 = 8’. 

Se andiamo ora a considerare gli angoli ai vertici A e A” della fig. 42a osserviamo che sono 
somma di angoli tra loro congruenti e quindi congruenti: 
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À = a + e e À” = a’ + e’ => À = À” (*) 


Tutto ciò consente di concludere che i triangoli ABC e A”BC sono congruenti per il primo 
criterio di congruenza avendo congruenti due lati per ipotesi e l’angolo compreso come di¬ 
mostrato. Il triangolo A”BC è congruente per costruzione con A’B’C’ quindi per transitività 


ABC è congruennte con A’B’C’. 


c.v.d. 


Se avessimo adottato triangoli ottusangoli o rettangoli la relazione (*) sarebbe ancora valida 
in quanto differenza di angoli congruenti o perfetta coincidenza rispettivamente. 

D. Hilbert preferisce considerare il primo criterio un postulato e dimostrare il secondo per as¬ 
surdo attraverso il primo; in appendice G2 riportiamo la dimostrazione del 2° criterio formu¬ 
lata da Hilbert. 

9.5.3 Congruenza nei triangoli rettangoli 

Due triangoli rettangoli hanno già un elemento congruente (l’angolo retto); pertanto i criteri 
si trasformano come segue: 

due triangoli rettangoli sono congruenti se hanno congruenti: 

- i due cateti (dal 1° cr.); 

- un cateto ed un angolo acuto qualsiasi (dal 2° cr.); 

- l’ipotenusa ed un angolo acuto qualsiasi (dal 2° cr.); 

- l’ipotenusa ed un cateto (teorema). 

9.5.4 Proprietà del triangolo isoscele 

Teorema: In un triangolo (isoscele), dove due lati sono congruenti, sono congruenti anche gli 
angoli adiacenti al terzo lato (detto base del triangolo isoscele) (fig. 43a). 


Hp: triangolo con i lati AB = AC 
Th: B= C 


a) 


A 


b) 


A 



D 


E 


fig-43 
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Sul triangolo isoscele di fig. 43a prolunghiamo i lati AB ed AC e su tali prolungamenti ripor¬ 
tiamo due segmenti congruenti tra loro BD e CE ottenendo due segmenti congruenti per ipo¬ 
tesi e costruzione: 

AD = AB + BD eÀE = ÀC + CE => ÀD=ÀE 
Essendo: AB = AC e BD = CE. 

Con tali assunzioni i triangoli ADC e AEB (fig. 43b) sono congruenti per il 1 ° criterio in quan¬ 
to: AC = AB per ipotesi ed AD = AE per quanto sopra; l’angolo A, compreso tra i lati suddet¬ 
ti, in comune. Di conseguenza DC = BE. 

Consideriamo ora i triangoli BCD e BCE per i quali: 

- BC è in comune 

- BD = CE per costruzione 

- BE = DC per quanto dimostrato prima per i triangoli ADC e AEB. 

Per il terzo criterio di congruenza i due triangoli sono congruenti tra loro e quindi anche: 

P = Y 

Essendo le coppie di segmenti AB e BD ed AC e CE adiacenti, gli angoli B e C risultano sup¬ 
plementari di due angoli congruenti, quindi congruenti anch’essi. c.v.d. 

Teorema inverso: un triangolo che ha due angoli congruenti è un triangolo isoscele (fig. 44). 
Hp: triangolo con gli angoli B = C 
Th: AB = ÀC 

Utilizziamo la stessa costruzione utilizzata per la fig. 43a e consideriamo i triangoli BCD e 
BCE; detti triangoli sono congruenti per il 1° 
criterio avendo (fig. 44): 

- il lato BC in comune; 

- BD = CE per costruzione; 

- gli angoli DBC = ECB perché supple¬ 
mentari di due angoli congruenti per 
ipotesi. 

Da ciò consegue: 

- BE = CD; 

- D= É 

- 8 = tp 

Da ciò consegue la congruenza anche dei 
triangoli ADC ed AEB per il 2° criterio aven¬ 
do: 

- BE = CD e D = E per quanto sopra dimo¬ 
strato; 

- ACD = ABE perché entrambi somma di 
angoli congruenti per ipotesi e per la pre¬ 
cedente dimostrazione: B + e = C + 9 . 
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Un triangolo equilatero può essere considerato isoscele rispetto a qualsiasi lato assunto come 
base; dai teoremi descritti, deriva che un triangolo equilatero è anche equiangolo e viceversa. 

Teorema: in un triangolo isoscele l’altezza relativa alla base è anche mediana e bisettrice rela¬ 
tive allo stesso lato. 

Per definizione, l’altezza è quel segmento che divide il triangolo isoscele in due triangoli rettan¬ 
goli che grazie all’ipotesi (tr. isoscele) risultano congruenti; da qui la tesi. 


9.6 II teorema di Talete e la similitudine nei poligoni 


9.6.1 La relazione di similitudine 

La similitudine è una corrispondenza biunivoca tra punti del piano tale che rimane costan¬ 
te il rapporto fra il segmento individuato da una coppia qualsiasi di punti di una figura ed il 
segmento individuato dalla coppia di punti corrispondenti dell’altra figura. In altre parole, la 
similitudine associa ad ogni coppia di punti A e B una coppia di punti A’eB’ tali che il rap¬ 
porto tra le distanze AB ed A’B' rimane costante comunque si sceglie la coppia di punti A e 
B nella prima (conserva quindi i rapporti tra distanze): 

_ j- _ cost k e R (rapporto di similitudine) 

d(AB') 

La similitudine è una trasformazione che conserva gli angoli ed i rapporti tra segmenti (es.: 
lati dei poligoni). 

Definiamo punti immagine della relazione di similitudine, i punti omologhi o corrispondenti 
di quelli dati; in questo modo diremo omologhi (o corrispondenti) i vertici degli angoli con¬ 
gruenti ed omologhi (o corrispondenti) i lati opposti a tali vertici. Anche la similitudine è una 
relazione di equivalenza. Nella partizione che ne consegue, ogni classe di equivalenza indivi¬ 
dua la singola figura, come ad esempio il quadrato; indipendentemente dalle dimensioni del 
lato, tutti i quadrati (come tutti i poligoni regolari) sono “equivalenti per forma” avendo an¬ 
goli relativi a vertici omologhi congruenti e lati corrispondenti nella stessa proporzione. Da 
quanto sopra, ne consegue che qualsiasi coppia di lati di un poligono forma una proporzione 
con la coppia di lati corrispondenti di un altro poligono simile al primo. 

9.6.2 La corrispondenza di Talete 

Ciascuna retta di un fascio di rette parallele, intersecate da due rette trasversali r ed s, indivi¬ 
dua una corrispondenza biunivoca tra il punto d’intersezione con r e quello con s perché: 

- per ogni punto P su r esiste un punto P’ su s dal momento che, non essendo r ed s paral¬ 
lele tra loro e con la retta del fascio considerata, esiste un punto di intersezione per ogni 
coppia di rette considerata tra le tre rette date; 

- P’ è unico per il 5° postulato di Euclide applicato a P (per P passa una unica retta paralle¬ 
la alle altre del fascio). 

9.6.3 II teorema di Talete 

Un fascio di rette parallele individua, su due rette trasversali r e s, due classi di segmenti di¬ 
rettamente proporzionali. 
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Con riferimento alla fìg. 45 verifichiamo che anche questa corrispondenza conserva l’ugua¬ 
glianza e la somma tra grandezze, ovvero: 

- a segmenti congruenti sulla retta r corrispondono segmenti congruenti sulla retta s (fìg. 45a); 

- alla somma di segmenti su r corrisponde la somma dei segmenti corrispondenti su s (fìg. 45b). 
In fìg. 45a consideriamo, sulla retta r, i segmenti AB e CD che ipotizziamo congmenti e tracciamo per 
A e per C due rette parallele ad s che individuano sulla retta passante per B e B' il punto R e sulla ret¬ 
ta passante per C e C’ il punto S. I triangoli ABR e CDS sono congmenti per il 2° criterio perché: 

- AB = CD per ipotesi; 

- B = D e A = C perché a coppie sono angoli corrispondenti. 



fig-45 



La dimostrata congruenza tra i due triangoli comporta la congruenza tra i lati AR e CS che 
per costruzione sono paralleli ai segmenti A’B’ e C’D’ rispettivamente. Considerato il paral¬ 
lelismo di AA’ con BB' e di CC’ con DD’ i quadrilateri AA’B’B e CC’D'D sono parallelo- 
grammi nei quali i lati opposti sono congruenti, ovvero: 


AR = A’B’ e CS = C’D’ 


Per transitività, dalla ipotizzata congruenza su r, avremo su s: 


AB = CD => A’B’ = C’D’ 


Quindi a segmenti congruenti su r (AB = CD) corrispondono segmenti congruenti su s 
(ÀlL se CD 7 ) c.v.d. 

Con riferimento alla fìg. 45b consideriamo il segmento LM su r come somma dei segmenti: 

LM = Hl + lL 


Dimostriamo ora che a LM corrisponde un segmento L’M’ congruente con la somma dei cor¬ 
rispondenti di HI e IL ovvero HT e I’L’ rispettivamente. 

Al riguardo consideriamo un punto K interno ad LM su r tale per cui LK = HI (di conseguen¬ 
za KM = IL) ed a cui la retta del fascio passante per K stesso fa corrispondere su s un punto 
K’ interno al segmento L’M’. 


edises 


EdiSES | 






















506 Parte Quarta La prova orale di Matematica 


Per la già dimostrata conservazione dell 7 uguaglianza nella corrispondenza di Talete, da: 
LK^Hl (KM = ÌL) segue UK 7 = HT (KHVr = rI7) 


da cui essendo L’M 7 se L’K’ + K’M’ segue L’M’ = HT + I’L 7 

Quanto sopra dimostra la conservazione anche della somma nella corrispondenza di Talete, 
pertanto si può concludere che le due classi in corrispondenza biunivoca sono direttamente 
proporzionali. c.v.d. 

Il teorema di Talete ammette il teorema inverso. 


A 



fig- 46 


1° corollario: In un triangolo, un lato ed una retta a questo 
parallela determinano sugli altri due lati (o loro prolunga- 
menti) segmenti corrispondenti proporzionali. 

Dato il triangolo ABC di fig. 46, consideriamo la retta pa¬ 
rallela ad un lato (ad es. il lato BC); la retta intercetta gli 
altri due lati in B 7 e C’ che determinano i segmenti AB 7 , 
B 7 B, AC 7 e C’C. Per il teorema di Talete i quattro segmen¬ 
ti formano una proporzione. 


AB 7 : B'B = AC 7 : C’C 


2° corollario: Se in un triangolo una retta r, intersecando due lati (o i loro prolungamenti), 
individua segmenti corrispondenti proporzionali tra loro, la retta è parallela al terzo lato. 

A Dato il triangolo ABC di fig. 47 tracciamo la 

retta r parallela a BC che individua i segmenti 
AB 7 , B’B, AC 7 e C’C che secondo tesi forma¬ 
no la proporzione: AB 7 : B’B = AC 7 : C’C; ne¬ 
ghiamo la tesi asserendo che in realtà la retta 
parallela a BC è s che passando per B 7 interse¬ 
ca AC in N, da cui la proporzione che ne risul¬ 
ta per il teorema di Talete risulta essere: AB 7 : 
B’B = AC 7 : NC. Se confrontiamo le due pro- 
B q porzioni notiamo che per il teorema della uni- 

fig. 47 cità del quarto proporzionale deve risultare C’C 

= NC; se ne conclude che N = C 7 e quindi s coin¬ 
cide con r. c.v.d. 

9.6.4 Conseguenze ed applicazioni del teorema di Talete 

Teorema: la bisettrice di un angolo interno di un triangolo divide il lato opposto in parti pro¬ 
porzionali agli altri due lati. 

Hp: 0Cj = a, 

Th: BD : DC = BA : ÀC 
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Dato il triangolo ABC di fig. 48 tracciamo la parallela alla bisettrice AD di À passante per il 
vertice C fino ad intersecare il prolungamento del lato BA nel punto E. Osserviamo che: 

- la trasversale AC che interseca le rette parallele per costruzione AD e CE individua gli an¬ 
goli a 2 e y congruenti perché alterni interni; 

- la trasversale BE che interseca le rette parallele AD e CE individua gli angoli e 8 con¬ 
gruenti perché corrispondenti; 

- essendo per ipotesi a = a 2 avremo, per transitività, y = 8; da cui il triangolo ACE risulta 
isoscele ed AC = AE. (*) 

Se applichiamo ora il teorema di Talete alle rette parallele per costruzione AD e CE tagliate 
dalle trasversali BC e BE avremo la proporzione: 

BD : DC = BA : ÀE 


Da cui per la (*): 


BD : DC = BA : AC c.v.d. 

Teorema: se la bisettrice di un angolo esterno di un triangolo interseca il prolungamento del 
lato opposto, le distanze del punto di intersezione dai vertici di tale lato sono proporzionali 
agli altri due lati. 


Hp: q, = a, 

Th: BD : CD = BA : AC 

Con riferimento alla fig. 49 conduciamo per C la retta parallela alla bisettrice AD individuan¬ 
do il punto E sul lato AB. Osserviamo che: 

- la trasversale AC che interseca le rette parallele per costruzione AD e CE individua gli an¬ 
goli a 2 e y congruenti perché alterni interni; 

- la trasversale BN che interseca le rette parallele AD e CE individua gli angoli a ed 8 con¬ 
gruenti perché corrispondenti; 
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- essendo per ipotesi a = a 2 avremo, per transitività, y = e; da cui il triangolo ACE risulta 
isoscele ed AC = AE. (*) 



Se applichiamo ora il teorema di Talete alle rette parallele per costruzione AD e CE tagliate 
dalle trasversali BD e BN avremo la proporzione tra segmenti: 

BD : CD = BA : ÉA 


Da cui per la (*): 


BD : CD = BA : AC c.v.d. 

Applicazione 1°: dividere un segmento AB in parti proporzionali ai segmenti b, c, d. 

Dato il segmento AB di fig. 50 tracciamo 
una semiretta r, comunque orientata, dall'e¬ 
stremo A del segmento; da A, su tale semi¬ 
retta, riportiamo tre segmenti adiacenti di 
lunghezza b, c, d ottenendo su r i punti C, D, 
E. Uniamo E con B e tracciamo da C e da D 
due parallele ad EB che individueranno sul 
segmento AB i punti C’ e D’. Per il teorema 
di Talete applicato alle trasversali AB e AE 
tagliate dalle parallele descritte, avremo: 



essendo: AC = b; CD = c; DE = d c.v.d. 

Applicazione 2°: costruire il quarto proporzionale di tre segmenti a, b, c. 

Sulla semiretta r di fig. 51 riportiamo, dalla sua origine O, i segmenti a e b in modo adiacen¬ 
te, definendo gli estremi A e B; su di una semiretta s uscente da O con orientamento arbitra- 
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rio riportiamo il segmento c determinando l’estremo A’; tracciamo il segmento A’A e da B 
una parallela a tale segmento che iterseca s in B’ definendo il segmento BB’ = d. 

Per il teorema di Talete le parallele AA’ e BB’ definiscono, sulle trasversali r ed s, un quarto 
segmento d tale che: 

a : b = c : d 



9.6.5 La similitudine nei triangoli 

Secondo definizione, in una similitudine tutti gli angoli corrispondenti sono congruenti e tut¬ 
ti i lati a questi opposti in proporzione; di fatto, per verificare 1’esistenza di una similitudine 
tra due poligoni è sufficiente considerare un numero di condizioni minore. Nel caso dei trian¬ 
goli è sufficiente la verifica di tre condizioni; quelle descritte nei seguenti criteri. 

1° criterio di similitudine: due triangoli sono simili se hanno tutti gli angoli ordinatamente 
congruenti. 


Considerata la relazione tra gli angoli interni in un triangolo è sufficiente la verifica per soli 
due angoli corrispondenti. 

Hp: À=À’,B = B’,C = C’ 

Th: AB : A’B' = BC : B’C’ = AC : A’C’ => ABC s A’B’C’ 


Nel caso in cui risultasse AB = A’B’ i due triangoli sarebbero congruenti e quindi simili. 
A A' 



fig-52 


Supponiamo allora A’B’ < AB (fig. 52) e riportiamo su AB ed AC rispettivamente A’B' ed 
A’C’ individuando sui primi due lati i punti P e Q che andiamo a congiungere ottendo il seg- 
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mento PQ. Il triangolo APQ così ottenuto è congruente con il triangolo A’B’C’ per il 1° cri¬ 
terio di congruenza avendo congruenti due lati per costruzione e l’angolo compreso per ipo¬ 
tesi (AP = A’B’, AQ = A’C’, A = A’); di conseguenza anche per gli angoli P e Q vale: 

P = B’ e Q= C’ 

Per ipotesi abbiamo: B = B ’ 

Quindi per transitività: B = P 

Ma B e P sono angoli corrispondenti nel sistema di rette passanti per BC e PQ rispettivamen¬ 
te e tagliate dalla trasversale AB; ciò implica PQ // BC e per il teorema di Talete applicato a 
dette parallele ed alle trasversali AB ed AC: 

AB : AP = ÀC : ÀQ (1) 

Consideriamo ora una parallela al lato AB passante per Q che interseca in R il lato BC; per 
Talete avremo: 

BC : BR = ÀC : ÀQ (2) 

Ma, essendo PQRB un parallelogramma (QR//AB per costruzione e PQ//BC per Talete), 
sarà BR = PQ da cui: 


BC : PQ = AC : AQ 


(3) 


Per transitività tra (1) e (3): 


BC : PQ = AC : AQ = AB : AP 

La suddetta proporzione dimostra la similitudine tra i triangoli ABC ed APQ, ma per la dimo¬ 
strata congruenza di quest’ultimo con il triangolo A’B’C’ la tesi. c.v.d. 

2° criterio di similitudine: due triangoli aventi due lati in proporzione e l’angolo compreso 
congruente sono simili. 

Hp: À s À’; ÀB : ÀTT = ÀC :&U 
Th: ABC = A’B’C’ 


Nel caso in cui risultasse AB = A'B’ i due triangoli sarebbero congruenti e quindi simili. 
Supponiamo allora: A’B’ < AB. 

Con riferimento alla stessa fig. 52 riportiamo su AB ed AC rispettivamente A’B’ ed A’C’ in¬ 
dividuando sui primi due lati i punti P e Q che andiamo a congiungere ottendo il segmento 
PQ. Il triangolo APQ così ottenuto è congruente con il triangolo A’B’C’ per il 1° criterio di 
congruenza avendo due lati congruenti per costruzione e l'angolo compreso per ipotesi (AP 
= A’B’, AQ = A’C’, À = À’) per conseguenza anche per gli angoli P e Q vale: 

P = B’ e Q= C’ (1) 


| EdiSES 


edises 














Sezione II - Matematica Capitolo 9 - Geometria piana 511 


Dalla seconda parte della ipotesi deriva, per il 2° corollario al teorema di Talete, il paralleli¬ 
smo tra PQ e BC da cui: P = B e Q = C (2) 

Per transitività tra (1) e (2): P = B e Q = C’ 

Per il 1° criterio di similitudine i triangoli ABC e APQ sono simili; per la dimostrata con¬ 

gruenza di questo e A’B’C’ e la proprietà transitiva risulta dimostrata la tesi. 

3° criterio di similitudine: due triangoli aventi i lati corrispondenti in proporzione sono simi¬ 
li. 


Hp: AB : A’B’ = BC : B’C’ = AC : A’C’ 
Th: ABC = A’B’C’ 


Ci riferiamo alla stessa fig. 52; la medesima costruzione (AP = A’B’ e AQ = A’C’), unitamen¬ 
te all’ipotesi, porta a concludere per i triangoli ABC ed APQ: 

AB : AP = ÀC : ÀQ (1) 

Per il 2° corollario del teorema di Talete la (1) implica il parallelismo PQ//AB e quindi: 

P = BeQ = C 


Per il 1° criterio di similitudine i triangoli ABC e APQ sono simili per cui: 

ÀC : ÀQ = BC : PQ (2) 

Dalla ipotesi: AC : A’C’ = BC : B’C’ (3) 

Per la costruzione adottata la (3) diviene: 

ÀC : ÀQ = BC : BTT (4) 


Dal confronto tra (2) e (4) per l’unicità del quarto proporzionale otteniamo: B’C’ = PQ. 

Da ciò deriva la congruenza dei triangoli A'B'C’ ed APQ per il 3° criterio di congruenza e la 
similitudine tra ABC ed A’B’C’ per transitività su APQ. 


Teorema: in due triangoli simili le basi sono proporzionali alle rispettive altezze. 
Hp: ABC = A'B’C’ 

Th: BC : B’C’ : AH : AH’ A 


Dalla similitudine per ipo¬ 
tesi dei due triangoli di fig. 
53 deriva che B = B’, per¬ 
tanto i triangoli ABH ed 
A’B’H’ sono simili per il 1° 
criterio essendo rettangoli 
(AHB e A’H’B' entrambi 
retti), pertanto AB : A’B’ = 



fig. 53 


A’ 
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AH : A 7 H\ Dalla similitudine di ipotesi dei triangoli dati deriva: AB : A’B’ = BC : B’C’ da 
cui per transitività la tesi. 

Teorema: in due triangoli simili le estensioni stanno tra loro come i quadrati costruiti su due 
lati omologhi. 

9.6.6 Poligoni simili 

Due poligoni si dicono simili se hanno gli angoli rispettivamente congruenti e i lati adiacen¬ 
ti ad angoli congruenti in proporzione. 

In poligoni simili i vertici degli angoli congruenti si dicono omologhi o corrispondenti e così 
pure i lati e le diagonali che congiungono vertici omologhi si dicono lati omologhi e diago¬ 
nali omologhe. 

Il rapporto di due lati omologhi si dice rapporto di similitudine. 

Due poligoni simili a un terzo sono simili fra loro. 

Teorema: due poligoni regolari dello stesso numero di lati sono simili. 

Teorema: in due poligoni simili le diagonali uscenti da due vertici corrispondenti dividono il 
poligono in triangoli simili. 

Come conseguenza di questo teorema, in due poligoni simili il rapporto di due diagonali omo¬ 
loghe è uguale a quello di due lati omologhi. 

Teorema: i perimetri di due poligoni simili stanno fra loro come due lati omologhi. 
Teorema: i perimetri di due poligoni regolari dello stesso numero di lati stanno fra loro come 
i raggi delle circonferenze circoscritte e come i rispettivi apotemi, 
cioè, generalizzando 

i perimetri di due poligoni simili inscritti o circoscritti a due circonferenze stanno fra loro 
come i raggi delle circonferenze. 

Confrontando le superfìci di poligoni simili possiamo enunciare i seguenti teoremi. 
Teorema: due triangoli simili stanno fra loro come i quadrati di due lati omologhi. 
Teorema: due poligoni simili stanno fra loro come i quadrati di due lati omologhi. 

Problema 1 

È dato un triangolo rettangolo di cui si conosce l’ipotenusa, lunga 15 cm, e un cateto, di 12 
cm. Determinare i cateti di un triangolo simile a quello dato, sapendo che la sua ipotenusa è 
di 60 cm (fig. 54). 




fig-54 

I due triangoli rettangoli sono simili, quindi conoscendo la misura delle rispettive ipotenuse 
possiamo determinare il rapporto di similitudine: 
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K _ B'C' 60 cm A 
BC _ 15 cm ~~ 4 

Determiniamo la misura del cateto AC applicando il teorema di Pitagora: 


AC = ^BC 1 - AB 3 = v/15 2 - 12 2 cm = ■/225 - 144 cm = vBT cm = 9 cm 


Determiniamo ora i cateti A'B' e A'C' 


A'B' = AB x 4 = 12 cm x 4 = 48 cm 


A'C' = AC x 4 = 9 cm x 4 = 36 cm 


Problema 2 

11 rapporto tra le aree di due triangoli simili è ^ e il perimetro del primo misura 300 a. De¬ 
terminare la misura del perimetro del secondo triangolo. 


Dato che le aree di triangoli simili stanno fra loro come i quadrati di due lati omologhi, otte¬ 
niamo 



quindi, il perimetro del secondo triangolo è uguale a 


2 p 2 = = 300 a x J- = 180cz 

3 


Problema 3 

11 perimetro del triangolo isoscele ABC (fig. 55) è di 384 cm e la base 
AB è i del lato AC. Determinare la lunghezza della corda DE pa¬ 
rallela alla base AB in modo che il perimetro del trapezio ABED sia di 
240 cm. 

Consideriamo il lato AC come incognita: 

ÀC = BC = x e ÀB=i^x 

e scriviamo la formula per il calcolo del perimetro 
2 p = AB + BC + AC 

quindi per determinare x risolviamo la seguente equazione di primo grado 


C 



fig. 55 


14 

x + x + -^ xz 


384 cm —> = 384 cm 


dividiamo ambo i membri per 64 e otteniamo 

= 6 cm —= 150 cm 
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Quindi 

ÀC = BC =150 cm e AB = ^-x=84cm 

Ora consideriamo come incognita il lato CE. Per la similitudine tra i triangoli ABC e DEC 
possiamo scrivere 

CE = y DE = BÈ=150-y 

ed essendo noto il perimetro del trapezio ABED possiamo scrivere: 

2 p — AB + BE + DE+ DA 

ottenendo così la seguente equazione di primo grado 

240 cm = (84 + 150 -y + y +150 — y) cm —> = 144 cm —>y = 100 cm 


quindi 



x 100 cm = 56 cm 


9.7 L’equivalenza nei poligoni 


9.7.1 Equiscomponibilità 

Come già anticipato, due poligoni sono equivalenti se sono equiscomponibili e vicecersa ov¬ 
vero se due poligoni possono essere scomposti in poligoni due a due equivalenti, o meglio 
congruenti, i poligoni dati sono equivalenti. 

Definiamo somma di due poligoni l’insieme unione degli insiemi rappresentanti le due figu¬ 
re e disposti in modo tale da non avere intersezioni a meno di parti del contorno. 

Definiamo differenza tra due poligoni P e P 2 (con P 2 <z Pj) l’insieme costituito dai punti di P 
che non appartengono a P,,. 

9.7.2 Equivalenza tra parallelogrammi 

Teorema: due parallelogrammi aventi la stessa base e la stessa altezza relativa sono equivalenti. 

Con riferimento alla fig. 56 consideriamo i due parallelogrammi ABCD e MBCN che condi¬ 
vidono la stessa base BC ed avendo la stessa altezza vedono i due lati paralleli alle basi gia¬ 
cere sulla stessa retta. Ci limitiamo a considerare il caso in cui i lati AD e MN non hanno pun¬ 
ti in comune. Per le note proprietà del parallelogramma avremo: 

ÀD = BC = MN 

consideriamo ora i segmenti AM e DN 
che in quanto somma di segmenti con¬ 
gruenti sono congruenti tra loro: 

ÀM =ÀD + DM e DN = MN + DM (1) 
I triangoli AMB e CDN sono congruenti per 
il 3° criterio perché: AM = DN per le (1); 
AB = DC lati paralleli in ABCD; MB = NC 
lati paralleli in MBCN. Se a tali triangoli 
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fig. 56 
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portiamo in sottrazione il triangolo DHM otteniamo i due quadrilateri ABHD e CNMH ancora equi¬ 
valenti tra loro perché ottenuti come differenza tra figure equivalenti. 1 due parallelogrammi dati sono 
scomponibili attraverso il triangolo BCH comune ai due ed i quadrilateri di cui sopra tra loro equiva¬ 
lenti come dimostrato; i due parallelogrammi ABCD e MBCN sono pertanto equivalenti. c.v.d. 

Teorema: un rettangolo e un parallelogramma^aventi stessa base e stessa altezza sono equivalenti. 

Dalla fig. 57 si evince che il rettangolo 
ABCD ed il parallelogramma MBCN 
sono scomponibili attraverso il trapezio 
MBCD comune ai due ed i triangoli 
ABM e DCN rispettivamente. È facile 
dimostrare la congruenza dei due trian¬ 
goli (1° crit. ai vertici B e C). 

9.7.3 Equivalenza tra triangoli 
Teorema: due triangoli aventi la stessa base e la stessa altezza sono equivalenti. 

Disegniamo i due triangoli come in fig. 58 sulla stessa base; avendo per ipotesi la stessa al¬ 
tezza, i vertici opposti alle basi individuano una retta r a queste parallele. Dagli estremi del 
segmento di base B e C tracciamo le parallele al lato CA del 1 ° triangolo ed al lato BD del 2°, 
rispettivamente, fino ad intersecare r nei punti M e N. 

M AD N 


B C 

fig. 58 

Abbiamo costruito due parallelogrammi MBCA e DBCN che hanno stessa base e stessa al¬ 
tezza e che sono quindi equivalenti. I lati AB e DC dei due triangoli rappresentano una delle 
diagonali dei suddetti parallelogrammi, ciascuna delle quali divide le due figure in triangoli 
congruenti tra loro. Quanto sopra porta a conclude¬ 
re che i due triangoli dati, in quanto metà di due fi¬ 
gure equivalenti, sono equivalenti. 

Teorema: se due triangoli equivalenti hanno la stes¬ 
sa base hanno anche la stessa altezza. 

Con riferimento alla fig. 59 consideriamo i due trian¬ 
goli ABC e DBC; secondo la tesi i vertici A e D do¬ 
vrebbero essere sulla stessa retta r parallela a BC. 

Procediamo per assurdo negando la tesi ed ipotizzan¬ 
do che il vertice che determina la equialtezza dei due 



B C 


fig-59 
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triangoli sia, per il 2° triangolo, H e non D; come conseguenza di tale assunzione la retta pa¬ 
rallela a BC è la retta s passante per A e H e non rei triangoli equivalenti sono ora ABC e 
HBC; per contro, dalla ipotesi risulta che il triangolo ABC è equivalente a DBC da cui, per 
transitività della equivalenza, sarà DBC equivalente a HBC. La conclusione è assurda perché 
il triangolo HBC è compreso in DBC essendo un suo lato HC compreso tra i lati BC e DC. 
c.v.d. 

9.7.4 Equivalenza tra triangoli e quadrilateri 

Teorema: un triangolo è equivalente ad un parallelogramma che ha metà base e la stessa al¬ 
tezza (o viceversa). 

Dalla fig. 60 risulta che il triangolo ABC è scom¬ 
ponibile attraverso il quadrilatero ABDH ed il 
triangolo HDC, mentre il parallelogramma 
ABDE è scomponibile attraverso lo stesso qua¬ 
drilatero ed il triangolo AHE. I due triangoli 
HDC e AHE sono congruenti per il 2° criterio 
avendo: 


DC = BD = AE per ipotesi; 

D = E e C = A perché alterni interni. 

Pertanto, i suddetti triangoli sono equivalenti tra 
loro e le due figure date, risultando scomponibili in figure due a due equivalenti, sono equi¬ 
valenti. 

Teorema: un trapezio è equivalente ad un triangolo che ha la stessa altezza e come base la 
somma delle basi. 


A E 



fig. 60 


A D 



fig-61 


Costruiamo un triangolo che ha per base la somma delle basi del trapezio e per altezza l’altezza 
del trapezio prolungando il segmento di base maggiore BC del trapezio con un segmento CF = 
AD e congiungiamo F con A. Dalla fig. 61 osserviamo che il trapezio è scomponibile in un qua¬ 
drilatero ABCH e in un triangolo HDA, mentre il triangolo ABF nello stesso quadrilatero e nel 
triangolo HCF. 1 triangoli HCF e HDA sono congruenti per il 2° criterio perché: CF = AD per co¬ 
struzione; HAD = CFH e FCH = HDA perché alterni interni. Pertanto il trapezio ed il triangolo 
così costruito sono scomponibili attraverso figure equivalenti e quindi sono equivalenti. 
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9.8 I teoremi di Euclide e di Pitagora 


In questo paragrafo andiamo a studiare tre importanti teoremi, tra i quali, quelli di Euclide 
presentano un duplice aspetto sia in termini di similitudine sia in termini di equivalenza. 

9.8.1 Teorema 1° di Euclide (similitudine) 

In un triangolo rettangolo ogni cateto è medio proporzionale tra l’ipotenusa e la proiezione del 
cateto sulla ipotenusa stessa. 

Hp: triangolo rettangolo in A 
Th: BC : AB =ÀB : BH 


A 



fig- 62 


Dalla fig. 62 osserviamo che i triangoli ABC e AHB sono simili per il 1° criterio essendo: B comu¬ 
ne ai due triangoli; BAC e AHB entrambi retti; pertanto la tesi è verificata. 

Dalla tesi del teorema sopra dimostrato, considerando che il prodotto dei medi è uguale al 
prodotto degli estremi, la proporzione che descrive la tesi ci fornisce: 

AB 2 = BC x BH 

Tale relazione ci fornisce una nuova versione del teorema illustrato, ovvero il primo teorema 
di Euclide espresso in termini di equivalenza. 

9.8.2 Teorema 1° di Euclide (equivalenza) 

In un triangolo rettangolo il quadrato costruito su un cateto è equivalente ad un rettangolo 
che ha per lati l’ipotenusa e la proiezione su di essa del cateto stesso (fig. 63). 

Hp: triangolo rettangolo in B 
Th: AB 2 = BC x BF 

Sul triangolo ABC, rettangolo in A, di fig. 63 procediamo come segue: sul lato AB costruia¬ 
mo il quadrato ABNM; tracciamo la retta r passante per AF (altezza relativa all’ipotenusa) e 
la sua parallela s passante per B. Riportiamo su s da B un segmento congruente con BC indi¬ 
viduando il vertice D. Costruiamo ora il rettangolo DEFB avente come lati l’ipotenusa e la 
proiezione BF del cateto su di essa. Prolunghiamo il lato NM fino ad intersecare le rette r ed 
s in H ed in G ottenendo il parallelogramma HBAG. Osserviamo ora che i triangoli rettango¬ 
li BAC ed HNB sono congruenti per il 2° criterio perché: 
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G 



AB = BN per costruzione; 

N e BÀC retti per costruzione ed ipotesi; 
(3j = (d, perché complementari entrambi 
di0. 

Dalla congruenza dei due triangoli segue 
la congruenza HB = BC. Per costruzione 
BD = BC da cui per transitività: HB = BD. 
Dalle ultime conclusioni segue che i paral¬ 
lelogrammi HBAG e DEFB hanno basi 
congruenti al medesimo segmento e stessa 
altezza BF (distanza tra le parallele r e s) 
pertanto sono equivalenti: HBAG = DEFB. 
Ma il parallelogramma HBAG visto sul¬ 
la base AB, condivisa con il quadrato 
ABNM, ne ha anche la stessa altezza MA 
e quindi è equivalente anche con questo: 
HBAG = ABNM. Per transitività della 
equivalenza abbiamo la tesi. c.v.d. 


fig- 63 


9.8.3 Teorema di Pitagora 

In un triangolo rettangolo il quadrato costruito sulFipotenusa è equivalente alla somma dei quadra¬ 
ti costruiti sui cateti. 

Hp: triangolo rettangolo in C 
Th: AB- = CA 2 + CB 2 

Con riferimento alla fig. 64, diciamo e Q, i quadrati di lato CA e CB rispettivamente e R 
e R, i rettangoli aventi un lato (DF) congruente con l’ipotenusa e l’altro con le proiezioni dei 
cateti sulla ipotenusa. Per il 1° teorema di Euclide applicato ai due cateti risulta: 

Q 1 = R ie Q 2 = R 2 (1) 

Sommando membro a membro le (1) otteniamo: + Q 2 = Rj + R v 

Ma R + R, è equivalente al quadrato costruito sulla ipotenusa. c.v.d. 
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L 



9.8.4 Teorema 2° di Euclide (similitudine) 

In un triangolo rettangolo l’altezza relativa all’ipotenusa è media proporzionale tra le proie¬ 
zioni dei cateti sull’ipotenusa (fig. 65). 

Hp: ABC rettangolo in A 
Th: BH : AH = AH : HC 

I triangoli AHC e BHA sono simili per il 
1 ° criterio perché: 

AHC = BHA entrambi retti; 

HAB = BCA entrambi complementari di 
CAH; 

HBA = CAH entrambi complementari di 
HCA. 

Da ciò la proporzione in tesi. 

c.v.d. 

Anche in questo caso l'uguaglianza tra il prodotto dei medi e quello degli estremi della pro¬ 
porzione ralativa alla tesi del 2° teorema di Euclide ci fornisce una chiave di lettura in termi¬ 
ni di equivalenza tra superfici: 

AH 2 = BH x HC 

da cui il secondo teorema di Euclide espresso in termini di equivalenza. 


A 



fig. 65 
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9.8.5 Teorema 2° di Euclide (equivalenza) 

In un triangolo rettangolo il quadrato costruito sull’altezza relativa all’ipotenusa è equivalen¬ 
te al rettangolo che ha per lati le proiezioni dei cateti sull’ipotenusa. 

Hp: triangolo rettangolo in A 
Th: AH 2 = BH x HC 

Costruiamo il quadrato AMNH di lato congruente con l’altezza AH, il quadrato AB LP di lato con¬ 
gruente con il cateto AB ed il rettangolo BHFG avente per lati la proiezione BH del cateto AB 
sull’ipotenusa e l’ipotenusa stessa. 

Detto rettangolo risulta essere la somma del quadrato costruito sulla proiezione del cateto AB 
sull’ipotenusa e del rettangolo avente per lati le proiezioni dei cateti sull’ipotenusa. 

Abbiamo infatti: 

BD = BH; 

BG = BC; 

DG = BG-BDdacuiDG=BC-BH. 


Come da fìg. 66 diciamo Q il qua¬ 
drato di lato AH, Q, il quadrato di 
lato AB, Q 3 il quadrato di lato BH 
ed R il rettangolo avente per lati le 
proiezioni BH e HC. Se applichia¬ 
mo il teorema di Pitagora al trian¬ 
golo ABH avremo: 


Q 2 = Q, + Q 3 (D 

Se applichiamo il 1 ° teorema di Eu¬ 
clide al triangolo ABC avremo: 

Q 2 = R + Q 3 (2) 

Dal confronto fra (1) e (2) avremo 
Qj = R ovvero la tesi. c.v.d. 

fig- 66 

9.8.6 Espressioni metriche dei teoremi di Pitagora e di Euclide 
Riscriviamo le relazioni espresse dal teorema di Pitagora e dai teoremi di Euclide, utilizzan¬ 
do le espressioni metriche. 

Teorema di Pitagora 

In ogni triangolo rettangolo il quadrato della misura dell’ipotenusa è uguale alla somma dei 
quadrati delle misure dei cateti. 


P 
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Consideriamo il triangolo in fig. 67. 

a 2 = b 2 + c 2 —> a = V b 2 + c 2 

e ancora 

b 2 = a 2 - c 2 ~^b = V a 2 - c 2 
c 2 = a 2 - b 2 —> c = 'la 2 -b 2 


1° teorema di Euclide 

In ogni triangolo rettangolo il quadrato della 
misura di un cateto è uguale al prodotto della 
misura dell'ipotenusa per la misura della pro¬ 
iezione del cateto stesso sull’ipotenusa. 
Consideriamo il triangolo in fig. 68. 

c 2 = a x d c = V a x d 

b 2 — a x e b = V a x e 


2° teorema di Euclide 

In ogni triangolo rettangolo il quadrato della 
misura dell’altezza relativa all’ipotenusa è 
uguale al prodotto delle misure delle proiezio¬ 
ni dei cateti sull’ipotenusa. 

Consideriamo il triangolo in fig. 69. 


h 2 = d x e h = V d x e 


C 



fig • 67 


A 



a 


fig- 68 


A 



a 

fig. 69 


9.8.7 Applicazioni del Teorema di Pitagora 


Rettangolo 

Consideriamo il rettangolo ABCD e tracciamo la diagonale DB che lo divide in due triangoli 
rettangoli uguali, a ciascuno dei quali possiamo applicare 
il teorema di Pitagora. 


Indicando con b la misura della base del rettangolo, con 
h quella della sua altezza e con d quella della diagonale 
(fig. 70), abbiamo 


d= 'lb 2 + h 2 
b = Ve/ 2 -/? 2 
h = v d 2 -b 2 



fig- 70 
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Quadrato 

D C 



fig-71 


Indicando con d la misura della diagonale e con / quella del lato del 
quadrato ABCD ed applicando il teorema di Pitagora ad uno dei due 
triangoli rettangoli isosceli uguali in cui esso risulta diviso dalla dia¬ 
gonale DB (fig. 71) 


otteniamo 


d 2 = P + P 


cioè 

cP = 2P -> d = y[2P 


quindi possiamo scrivere 

d=H 2 


Triangolo equilatero 

A 



Dato il triangolo equilatero ABC osserviamo che la sua al¬ 
tezza AH lo divide in due triangoli rettangoli uguali, i cui ca¬ 
teti sono l’altezza h e la metà della base e la cui ipotenusa è 
un lato / del triangolo equilatero (fig. 72). 

Quindi otteniamo 

4 ~ 4 



fig■ 72 


h = 




Rombo 



c 


fig ■ 73 


Le due diagonali dividono un rombo in quattro triangoli ret¬ 
tangoli uguali, ciascuno dei quali ha per ipotenusa un lato / 
del rombo e per cateti le semidiagonali (fig. 73). 


Quindi otteniamo 
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9.8.8 Applicazioni dei Teoremi di Euclide 

Problema 1: un cateto di un triangolo rettangolo misura 20 cm e la sua proiezione sull’ipo¬ 
tenusa 16 cm (fìg. 74). Calcolare la misura del perimetro del triangolo. 

AB = 20 cm 
BH = 16 cm 


Per il primo teorema di Euclide abbiamo 
BC : AB = AB : BH 
Passando alle misure 

BC : 20 = 20 : 16 
20x20 

BC = - cm = 25 cm 

16 



fig- 74 


Per calcolare la misura di AC utilizziamo il te¬ 
orema di Pitagora 

ÀC= V 25 2 - 20 2 cm = V 625-400 cm = fi 225 cm = 15 cm 


2 p = (20 + 25 + 15) cm = 60 cm 


Problema 2: le proiezioni dei cateti sull’ipote¬ 
nusa di un triangolo rettangolo misurano rispet¬ 
tivamente 5,4 cm e 9,6 cm (fig. 75). 

Calcolare la misura dell’altezza del triangolo 
relativa all’ipotenusa. 

BH = 5,4 cm 
HC = 9,6 cm 


Per il secondo teorema di Euclide abbiamo 

BH:ÀH=ÀH:HC 
5,4 : AH = AH : 9,6 

quindi 



AH 2 = 5,4 x 9,6 = 51,84 -> AH = v/51,84 cm = 7,2 cm 


9.9 La circonferenza 


9.9.1 Definizioni e proprietà 

La circonferenza è il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto det¬ 
to centro; la distanza costante è detta raggio. 

La circonferenza quindi è un insieme di punti, ovvero una figura geometrica ed i raggi sono 
infiniti quanto i punti del luogo e tutti congruenti. Due circonferenze aventi raggi congruenti 
sono congruenti. 

Corda: definiamo corda di una circonferenza (fig. 76a) un segmento che ha per estremi due punti 
della circonferenza; ogni corda che passa per il centro è detta diametro ed è una corda massima. 
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Gli estremi A e B di ogni diametro dividono la circonferenza in due semicirconferenze ed il 
punto medio di ogni diametro coincide con il centro circonferenza (fig. 76b). 

Ogni corda, attraverso i suoi estremi (A e B di fig. 76), divide la circonferenza in due parti 
dette archi; se non diversamente specificato per arco AB si intende quello minore dei due. 



fig- 76 


11 centro di una circonferenza è unico; se così non fosse il diametro avrebbe due punti medi 
(O e O’ di fig. 76b). 

Ogni corda AB sottende un arco AB e viceversa; data una corda AB è sempre verificata la se¬ 
guente relazione: 

AB < AB 

Teorema: in una circonferenza, il diametro perpendicolare ad una corda AB ne costituisce l’asse. 
11 triangolo OAB di fig. 77 è isoscele essendo OA = OB raggi della circonferenza. In tale trian¬ 
golo il segmento OM, contenuto nel diametro, è altezza relativa alla base AB per ipotesi ma 
anche mediana del segmento AB, essendo OAB isoscele. Ciò comporta che la retta passante 
per O e M, perpendicolare ad AB per ipotesi, è proprio l’asse di AB c.v.d. 

Da detto teorema derivano i seguenti: 

Teorema: in una circonferenza, il diametro che divide una corda AB in due parti congruenti 
è perpendicolare ad essa. 

Teorema: l’asse di una corda passa per il centro. 


Teorema: in una circonferenza, il raggio perpendicolare ad una corda divide a metà l’arco 

corrispondente. 

Possiamo definire la distanza di una corda AB dal centro cir¬ 
conferenza come l’altezza del triangolo isoscele che ha per 
base la corda stessa e lati obliqui i raggi OA ed OB. 

Teorema: in una circonferenza, due corde congruenti risultano 
equidistanti dal centro (fig. 77). 


Hp: AB = CD 
Ts: OM = ON 

Con riferimento alla fig. 77 i due triangoli AOB e COD sono 
isosceli e congruenti per il 3° criterio avendo i lati obliqui con- 
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gruenti (raggi della circonferenza) e le basi AB e CD congruenti per ipotesi. Pertanto i seg¬ 
menti OM ed ON, in qualità di altezze di due triangoli congruenti, sono congruenti. 

Teorema: per tre punti non allineati passa una ed una circonferenza soltanto. 

Con i tre punti A, B e C non allineati di fìg. 77 formiamo i due segmenti AB e BC consecuti¬ 
vi in B e disegniamone gli assi che si incontreranno in O (non essendo i segmenti adiacenti, 
le rette a questi perpendicolari sono incidenti tra loro). Il punto O, in quanto punto apparte¬ 
nente ad entrambi gli assi, è contemporaneamente equidistante dai tre estremi dei segmenti; 
è quindi il raggio della circonferenza passante per i punti dati. Altresì, la circonferenza è uni¬ 
ca perché sono uniche le corde AB e BC (conseguenza del postulato di Euclide n° 1) e quin¬ 
di unici i relativi assi ed unico il centro O ed il raggio OA. 

9.9.2 Posizione reciproca di due circonferenze 

Indichiamo con d la distanza tra due centri O ed O’ di due circonferenze aventi raggi ReR’ 
rispettivamente e con OO’ il segmento che ha per estremi i due centri stessi. 

Due circonferenze nel piano (fig. 78) sono: 

(a) esterne se d > R + R’ ; 

(b) tangenti esternamente se d = R + R’ ; 

(c) secanti se d < R + R’ ; 

(d) interne se d < R - R’ ; 

(e) tangenti internamente se d = R - R’ ; 

(f) concentriche se d = 0; 








fig- 78 


edises 


EdiSES 









526 Parte Quarta La prova orale di Matematica 

9.9.3 Posizione reciproca tra circonferenza e retta 

Rispetto a una circonferenza di centro O e raggio r, una retta s la cui distanza dal centro O è 
d = OH (fig. 79) si definisce: 

(a) esterna se d > r; 

(b) tangente se d = r; 

(c) secante se d < r 



fig- 79 


Ogni retta tangente ad una circonferenza è perpendicolare al raggio passante per il punto di 
tangenza; viceversa una retta perpendicolare ad un raggio nel suo estremo sulla circonferen¬ 
za stessa è tangente a questa; di conseguenza la tangente è unica in quel punto (per il teore¬ 
ma di unicità della perpendicolare ad una retta per un punto). 

Teorema: per un punto P esterno ad una circonferenza c passano due tangenti alla circonfe¬ 
renza (fig. 80). 



fig. 80 


Consideriamo un circonferenza di centro O ed un punto esterno P, del segmento OP prendia¬ 
mo il punto medio O’ e tracciamo la circonferenza C che intersecherà c nei punti M ed N e 
per tali punti conduciamo le rette r ed s passanti anche per P. I triangoli OMP ed ONP sono 
rettangoli in M e N rispettivamente perché inscritti in una semicirconferenza (vedi paragrafo 
seguente). La perpendicolarità dei raggi OM are ON a s porta a concludere che r e s sono 
tangenti a c. Le due tangenti sono anche uniche perché una qualsiasi altra tangente dovrebbe 
intersecare in un punto K la circonferenza c ed essere ivi perpendicolare al raggio OK, cate¬ 
to di un triangolo PKO ancora inscritto in una semicirconferenza di centro O’. La conclusio¬ 
ne sarebbe che K apparterrebbe anche a C portando a tre i punti in comune delle due circon- 
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ferenze che verrebbero così a coincidere contro l’ipotesi che vede P (anch’esso punto di C) 
esterno a c. 

Corollario: i segmenti di due tangenti passanti per un punto P esterno ad una circonferenza 
c sono congruenti. 

Per la dimostrazione basta considerare la dimostrata congruenza dei triangoli rettango¬ 
li di fig. 80. 

9.9.4 Angoli al centro e angoli alla circonferenza 

Debniamo angolo al centro ogni angolo che ha per vertice il centro della circonferenza (fig. 
8la) Se uniamo gli estremi A e B di una corda (arco) al centro O della circonferenza andia¬ 
mo a definire un angolo al centro AOB. 

Definiamo angolo alla circonferenza ogni angolo convesso avente per vertice un punto della 
circonferenza e per lati due semirette secanti o una secante ed una tangente alla circonferen¬ 
za nel vertice (fig. 81b). Se uniamo gli estremi A e B di una corda (arco) ad un punto C della 
circonferenza andiamo a definire un angolo al centro ACB. 



fig-81 

Teorema: in una circonferenza gli angoli al centro che insistono su archi o corde congruenti 
sono congruenti. 

Teorema: in una circonferenza un angolo al centro che insiste su uno stesso arco o corda sul 
quale insiste un angolo alla circonferenza è doppio di quest'ultimo. 

Consideriamo inizialmente il caso in cui l’angolo al centro e l’an¬ 
golo alla circonferenza hanno un lato su un diametro della circon¬ 
ferenza (fig. 82a) ed insistono sullo stesso arco (corda) BC. 

11 triangolo OAC è un triangolo isoscele avendo OA = OC (rag¬ 
gi); pertanto gli angoli in A ed in C sono congruenti tra loro. 

Per un noto teorema l’angolo al centro BOC, in quanto anche 
angolo esterno al triangolo isoscele OAC, rispetta la seguente 
relazione: 

BÒC = BÀC + OCA fig. 82a 
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ovvero: 

BÓC = 2 x BÀC (1) 

Consideriamo ora i casi rappresentati nelle figg. 82b e 82c dove gli angoli al centro B’Ò’C’ 
e alla circonferenza B’À’C’ possono essere considerati rispettivamente somma e differenza 
di due casi come quello rappresentato in fig. 82a; ovvero: 

- fig. 82b: B’Ò’C’ = B’Ó’D + DÒ’C’ angolo al centro; B’À’C’ = B’À’D + DÀ’C’ angolo 
alla circonferenza; 

- fig. 82c: B’Ò’C’ = DÒ’C’ - DÒ’B’ angolo al centro; B’À’C’ = DÀ’C’ - DÀ’B’ angolo 
alla circonferenza. 

Ogni angolo che compare nelle somme e differenze rispetta la relazione (1) quindi anche per 
tali configurazioni l’angolo al centro e l’angolo alla circonferenza rispettano la stessa relazione. 



A' 



fig■ 82 c 


Nelle figg. 82d, 82e e 82f sono rappresentati casi in cui un lato dell’angolo alla circonferen¬ 
za è tangente alla circonferenza stessa. 

Nella fig. 82d, l’altro lato dell’angolo alla circonferenza è un diametro. 


Nel secondo caso (fig. 82e) l’angolo al centro è concavo ma è facile riconoscere la componibilità 
per somma di entrambi gli angoli al centro ed alla circonferenza attraverso i casi di figg. 82a e 82d. 


Nel terzo caso (fig. 82f) si riconosce la componibilità per differenza degli stessi casi di figg. 
82a e 82d. 





fig. 82d 


fig■ 82 e 


fig■ 82f 
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Come diretta conseguenza del precedente teorema avremo: 

Teorema: tutti gli angoli alla circonferenza che insistono su una semirconferenza (sul diame¬ 
tro) sono retti. 

Teorema: in una circonferenza gli angoli alla circonferenza che insistono su archi o corde 
congruenti sono congruenti. 

9.9.5 Poligoni inscritti e poligoni circoscritti 

Definiamo inscritto in una circonferenza un poligono che ha tutti i propri vertici sulla circon¬ 
ferenza, che a sua volta si dice circoscritta al poligono. 

Definiamo circoscritto ad una circonferenza un poligono che ha tutti i suoi lati tangenti alla 
circonferenza, che a sua volta si dice inscritta nel poligono. 

Affinché un poligono sia inscrivibile o circoscrivibile occorre che risultino verificate ben pre¬ 
cise condizioni. Tra i vari poligoni solo i triangoli, i quadrati, i rettangoli ed i poligoni rego¬ 
lari risultano sempre inscrivibili: 

- i triangoli perché tre punti (i vertici) individuano sempre una ed una sola circonferenza; 

- i quadrati ed i rettangoli perché i vertici sono tutti equidistanti dall’intersezione delle dia¬ 
gonali che a loro volta sono congruenti; tale intersezione individua un centro; 

- i poligoni regolari perché tutti i vertici sono equidistanti dal punto di intersezione delle bi¬ 
settrici degli angoli. 

I triangoli, i quadrati, i rombi ed i poligoni regolari sono sempre circoscrivibili. 

Teorema: un poligono circoscrivibile ad una circonferenza è equivalente ad un triangolo avente come 
base il perimetro del poligono e come altezza l’apotema dello stesso (raggio della circonferenza). 
Un poligono di n lati circoscrivibile è sempre scomponibile in n triangoli aventi per base cia¬ 
scun lato ed altezza l’apotema. 

Inscrivibilità dei quadrilateri 

Teorema: condizione necessaria e sufficiente affinché un quadrilatero risulti inscrivibile in 
una circonferenza c è che i suoi angoli opposti risultino supplementari. 

Hp: ABCD inscritto in c 

Th: À+C=B+D= angolo piatto. 


Dimostriamo la necessità (hg. 83a). 

Se ABCD è inscritto in c, ha i suoi vertici su c ed ogni angolo 
relativo a questi è un angolo alla circonferenza. 

Ricordando che un angolo alla circonferenza è metà di un an¬ 
golo al centro che insiste sullo stesso arco avremo: 
sull’arco BAD BÓD = 2 x BCD; 
sull’arco BCD BOD = 2xBÀD; 

La somma dei due archi, a cui corrisponde la somma dei due 
angoli alla circonferenza, è l’intera circonferenza che corrispon¬ 
de ad un angolo giro, ovvero: 



c 


fig. 83a 


BAD + BCD => 2 x (BCD + BÀD) = angolo giro 
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da cui: 


BCD + BÀD = angolo piatto 


Dimostriamo la sufficienza invertendo ora il ruolo di ipotesi e tesi, ovvero se le somme degli 
angoli opposti sono congruenti il quadrilatero è inscrivibile in una circonferenza. Al l'uopo 
consideriamo tre vertici del quadilatero, ad es. A, B e C; per tre punti sicuramente passa una 
circonferenza ed una soltanto. Se tale circonferenza passa anche per il vertice D abbiamo di¬ 
mostrato la seconda parte del teorema. Supponiamo che ciò non si verifichi e che il vertice 
comune tra i lati CD ed AD sia in realtà il punto E non appartenente alla circonferenza; pos¬ 
sono verificarsi i due casi di fìgg. 83b e 83c. 


E 



fig. 83b 


fig- 83c 


Dalla ipotesi sappiamo che l'angolo D è supplementare a B ma ora anche l’angolo E lo è di¬ 
venuto e quindi abbiamo la congruenza tra D ed E in quanto angoli supplementari di uno stes¬ 
so angolo B; ciò significherebbe per il triangolo CDE un angolo esterno congruente con un 
angolo interno non adiacente. Considerato l’assurdo della conclusione non può che essere 
C = D e c passante anche per il quarto vertice D. 

Circoscrivibilità dei quadrilateri 

Teorema: condizione necessaria e sufficiente affinché un quadrilatero sia circoscrivibile ad 
una circonferenza è che la somma delle lunghezze di due lati opposti è uguale alla somma 


D 


delle lunghezze degli altri due. 



H 


A 


Hp: AB CD circoscritto a c 


Th: AB + DC = BC + AD 


M 


Dimostriamo la necessità (fig. 84a). 

Se ABCD è circoscrittoscritto i suoi lati sono tangenti 
alla circonferenza. 

Ricordando che i segmenti di tangenti a c da un mede¬ 
simo punto sono congruenti tra loro ed indicando con H, 


B 


c I, L, M i punti di tangenza dei lati a c avremo: 
ÀM = AH; DH = DÌ; 

CI = CL; BL = BM; ma è anche: 


L 


fig. 84a 
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AM + BM = AB; 

AH +_DH = AD; 

DI_+CI = DCb 
CL + BL = BC. 

Dalle relazioni precedenti segue la tesi, ovvero: AB + DC = BC + AD. 

Dimostriamo la sufficienza invertendo nuovamente il ruolo di ipotesi e tesi, ovvero se le som¬ 
me dei lati opposti sono congruenti il quadrilatero è circoscrivibile a una circonferenza. All’uo¬ 
po consideriamo tre lati del quadrilatero, ad es. AB, BC e CD, per i quali esiste ed è unica una 
circonferenza tangente; andiamo a dimostrare che se risulta verificata la congruenza tra le 
somme di lati opposti la condizione è sufficiente. Chiamiamo M, L e I i punti di tangenza ai 
lati suddetti. Come nel caso precedente procediamo per assurdo ipotizzando che il quarto lato 
tangente sia in realtà AE di fig. 84b; avremmo: 

AB + CE = AE + BC ma per ipotesi è anche: 

AB + CD = AD + BC sottraendo membro a membro: A 
CE - CD = AE - AD da cui: 

DE = AE - AD ovvero: 

AE =ÀD + DE (1) 

La conclusione non è accettabile perché implichereb¬ 
be, per il triangolo ADE, che un lato possa essere con¬ 
gruente con la somma degli altri due (sappiamo che 
è sempre minore). La relazione (1) può sussistere solo 
se D = E, ovvero la tesi. E esclusa la possibilità che 
la circonferenza possa esterna ai tre segmenti conse¬ 
cutivi AB, BC e CD dovendo essere il centro O sulla 

intersezione degli assi dei suddetti lati. fig $ 4/7 



9.9.6 Lunghezza della circonferenza 

Per postulato, un arco di circonferenza AB ha lunghezza maggiore della corda ad esso sottesa AB e 
minore della somma delle lunghezze delle tangenti negli estremi dell’arco stesso AC + CB (fig. 85). 


C 
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Teorema: la lunghezza di una circonferenza c è maggiore del perimetro di ogni poligono in¬ 
scritto e minore di ogni poligono circoscritto (fìg. 86 ). 

Dal postulato su esposto risulta: 

- la somma dei lati di ABCD è minore della somma degli archi AB + BC + CD + DA; 

- la somma di tutti i segmenti di tangente a c (es.: PjB’) è maggiore della somma degli ar¬ 
chi P/P, + PJ\ + PjP 4 + P/i 

Ma le somme di archi sono la lunghezza della circonferenza c, da cui la tesi. 

Senza perdere di generalità possiamo riferirci a poligoni inscritti e circoscritti regolari e con¬ 
cludere che al crescere del numero di lati si vengono a determinare due classi di segmenti (pe¬ 
rimetri dei poligoni) che approssimano rispettivamente per difetto e per eccesso la lunghezza 
della circonferenza così detta “rettificata” che possiamo definire nel seguente modo: 
definiamo circonferenza rettificata quel segmento c la cui lunghezza è l’elemento di sepa¬ 
razione delle due classi di grandezze costituite dai perimetri di tutti i possibili poligoni rego¬ 
lari inscritti e quelli circoscritti che sono rispettivamente minori e maggiori di c. 

La circonferenza rettificata possiamo immaginarla come un segmento lungo tanto quanto un 
filo inestensibile che formava una circonferenza e che è stato tagliato e raddrizzato. 

Teorema: due circonferenze rettificate stanno tra loro come i rispettivi raggi (vedi appen¬ 
dice G3) 

Da ciò segue che il rapporto tra una circonferenza rettificata ed il suo diametro d è costante 
ed è indicato con la lettera greca n che è un numero irrazionale trascendente ed è rappresen¬ 
tato sovente col numero approssimato a due soli decimali: 

ti = 3,14 


Da ciò: 


c = 2rrt 


Lunghezza di un arco di circonferenza 

Un arco di circonferenza AB di lunghezza 1 è definibile come partizione di una circonferen¬ 
za di raggio r sottesa da un angolo al centro di ampiezza 0. Per una data circonferenza, gli ar¬ 
chi e gli angoli al centro costituiscono due classi di grandezze direttamente proporzionali: 

li : 1 2 = 0 X : e 2 

Possiamo considerare la circonferenza come l’area corrispondente a un angolo giro, quindi 
per 0 , = 2n avremo 1 , = 2 m e sarà: 

1 , = r 0 j 0 in radianti 


oppure: 

lj = ^71/180° 0 in gradi 
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9.9.7 La circonferenza e il cerchio 

Definiamo cerchio il luogo dei punti del piano la cui distanza da un punto detto centro è mi¬ 
nore o uguale ad un valore detto raggio. Da tale definizione si evince che un cerchio contie¬ 
ne sempre la circonferenza che lo contorna. L’area della sua estensione è minore di quella di 
ogni poligono circoscritto e maggiore di quella di ogni poligono inscritto. Con riferimento a 
poligoni regolari possiamo dare la seguente definizione: definiamo area di un cerchio quel 
numero che è elemento di separazione tra due classi di grandezze contigue costituite dalle 
aree di ogni poligono regolare inscritto e da quelle di ogni poligono regolare circoscritto del¬ 
lo stesso numero di lati. 

Tale area è equivalente a quella di un triangolo che ha per base la circonferenza rettificata c e 
per altezza il raggio r della circonferenza: 

A = (2r7t) (r/2) = nr 2 (1) 


Definiamo settore circolare di ampiezza 9 la partizione di un cerchio individuata da un ango¬ 
lo al centro di ampiezza 0. Dato un cerchio di raggio r, i settori circolari costituiscono una 
classe di grandezze direttamente proporzionali con l’ampiezze degli angoli al centro. 


per 0, = 2n, S, = r 2 n e avremo: 


S 1 :S 2 = 0 1 


S | = r 2 0 0 in radianti 


oppure: 


Sj = r 2 0,71/360° 0 in gradi 

Dalla (1) essendo 1, = 1-0,71/180° si ha: 

S, = I,r/2 


^ 1) Calcolare la lunghezza della circonferenza il cui diametro misura 10 dm. 

C = nd 

C = (3,14 x 10) dm = 31,4 dm ossia C=107tdm 

2) Calcolare la lunghezza della circonferenza il cui raggio misura 25 cm. 

C = 2nr 

C = (6,28 x 25) cm =157 cm ossia C = 50 tt cm 

3) Calcolare la misura del raggio di una circonferenza lunga 127t dm 

_ C_ 

2iT 

r = dm = 6 dm 
2tt 

4) Calcolare la lunghezza di un arco appartenente ad una circonferenza il cui raggio è di 
10 cm, sapendo che la sua ampiezza è di 72°. 

, 27 rr 

l =-Xtt 

360 
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, 2x3,14x10 

1= -x72 cm = 12,56 cm 

360 

5) Calcolare l’area di un cerchio avente il raggio di 5 dm. 

A = TU 2 

A = (3,14x5 2 ) dm 2 = (3,14x25) dm 2 = 78,50 dm 2 

6 ) Calcolare la misura del raggio di un cerchio avente l’area di 1.256 cm 2 . 

r _ fj 


r = 


1.256 

3,14 


cm = V400 cm = 20 cm 


7) Calcolare l’ampiezza di un settore circolare avente l’area di 3rt dm 2 e appartenente a un 
cerchio che ha il raggio di 6 dm. 

Ax 360 


a - 

7r xr" 

377X360 0 

« =- 75 = 30 

77X6 

8 ) Calcolare l’area di un settore circolare avente il raggio di 15 cm e il cui arco misura 40 cm. 

Ixr 

A =- 

2 

40x15 2 o nn 2 

A =-cm = 300 cm 


9.10 Applicazioni della similitudine 


9.10.1 Teorema delle corde 

Due corde che si intersecano in un punto interno alla circonferenza sono divise da questo in 
due parti tali per cui i due segmenti di una corda costituiscono i medi di una proporzione e i 

due segmenti dell’altra gli estremi della stessa proporzione. 



I due triangoli ADE e BCE della fig. 87 sono simili per il 1° 
criterio avendo le seguenti relazioni tra gli angoli: 

A = C perché angoli alla circonf. sullo stesso arco BD; 

B = D perché angoli alla circonf. sullo stesso arco AC; 
gli angoli 8 j ed e 2 opposti al vertice E. 

Pertanto potremo scrivere la proporzione: 


fig- 87 


DE : BE = AE : CE 
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9.10.2 Teorema delle secanti 

Se da un punto P esterno ad una circonferenza si conducono due secanti, una di queste e la 
sua parte esterna sono i medi di una proporzione e l’altra secante con la sua parte esterna gli 
estremi della stessa proporzione. 

Congiungiamo i punti (d’intersezione delle corde su c) B con D e A con C. I triangoli PAC e 
PDB di fìg. 88 sono simili per il 1° criterio essendo gli angoli: 

A = D perché angoli alla circonferenza sullo stesso arco BC; 

P in comune. 



Pertanto potremo scrivere la proporzione: 

PA : PD = PC : PB 
9.10.3 Teorema della tangente e della secante 

Se da un punto P esterno ad una circonferenza si conducono una tangente ed una secante, il 
segmento di tangente compreso fra il punto P ed il punto A di tangenza è medio proporziona¬ 
le tra la secante e la sua parte esterna. 



In fig. 89 congiungiamo il punto A di tangenza con i punti B e C di intersezione della secante 
con c. I triangoli PAC e PAB sono simili essendo: P in comune; PBA = PAC perché angoli alla 
circonferenza che insistono sullo stesso arco AC. Pertanto potremo scrivere la proporzione: 

PC : ÀP = ÀP : PB 
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9.10.4 Sezione aurea di un segmento 

Definiamo sezione aurea di un segmento la parte di segmento media proporzionale tra il seg¬ 
mento stesso e la parte rimanente (la minore) (fig. 90). 

A E B 


AB : AE = AE : EB 

fig- 90 



La sezione aurea di un segmento AB si può costrui¬ 
re attraverso lo schema di fig. 91 dove: 

1) dall’estremo B si conduce una perpendicolare 
ad AB e si determina un punto O tale che OB = 
AB/2; 

2) con centro O tracciamo la circonferenza c di rag¬ 
gio r = OB; 

3) congiungiamo A con O e prolunghiamo inter¬ 
cettando la circonferenza in D e C; 

4) da A, con raggio AD, definiamo su AB il punto E. 


fig■ 91 Dimostriamo che AE è proprio la sezione aurea di 

AB; per il teorema della secante e della tangente 
vale la seguente proporzione: 

ÀC : AB = AB : AD 

essendo AD = AE per costruzione avremo: AC : AB = AB : AE (1) 

Dalla (1) scomponendo: (AC - AB) : AB = (AB - AE) : AE 

essendo DC = AB ed AE = AD per costruzione, AC - AB = AE da cui: 

ÀÈ : AB = EBj ÀÈ 
Invertendo: AB : AE = AE : EB 


9.10.5 Teorema 


o 



Il lato di un decagono regolare è congruente con la sezione 
aurea del raggio della circonferenza circoscritta. 

Costruiamo il triangolo di fig. 92 che ha due lati congruenti 
con il raggio r della circonferenza c (circoscritta al decago¬ 
no regolare) ed uno congruente con il lato 1 del decagono stes¬ 
so; il triangolo è quindi isoscele sulla base 1 e con angolo al 
vertice O (centro della circonferenza) di 360°/10 = 36°. 

Gli angoli adiacenti alla base, per la nota formula sulla som¬ 
ma degli angoli interni di un poligono di 10 lati, hanno am¬ 
piezza 72°, ossia metà di (10-2) 180710= 144°; da cui 144° 
: 2 = 72°. Tracciamo la bisettrice BC dell’angolo OBA, che 
interseca OA in C e determina due angoli ABC e OBC di 
36°. Per quanto sopra anche i due triangoli OCB ed ABC 
sono isosceli determinando la seguente uguaglianza: 
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OC = BC = AB 


( 1 ) 


ma anche la similitudine, per il primo criterio, dei due triangoli isosceli OAB ed ABC; varrà 
pertanto la seguente proporzione: 


OA : AB = AB : AC 


ma per la (1): 


OA : OC = OC : AC 


Da cui OC, ovvero il lato del decagono, è la sezione aurea di OA ovvero del raggio r della cir¬ 
conferenza circoscritta al decagono stesso. 

9.11 Punti notevoli di un triangolo 

9.11.1 Teorema: gli assi dei lati di un triangolo si incontrano in uno stesso pun¬ 
to DETTO CIRCONCENTRO 

Con riferimento alla fig. 93 consideriamo i due assi (dei tre) a l ed a 2 del triangolo ABC; 
questi si incontrano in un punto O perché perpendicolari a segmenti non paralleli. Per de¬ 
finizione di asse di un segmento avremo che le distanze di O da tutti i vertici del triangolo 
sono congruenti: OA = OB perché a t è asse di AB; OB = OC perché a 2 è asse di BC. Per 
transitività, la distanza di O dai vertici A e C è la stessa, quindi O appartiene anche all’as¬ 
se a 3 e risultando equidistante da tutti i vertici è il centro della circonferenza circoscritta al 
triangolo. 

9.11.2 Teorema: le bisettrici degli angoli di un triangolo si incontrano in uno 

STESSO PUNTO DETTO INCENTRO 

Con riferimento alla fig. 94, le bisettrici bj e b, degli angoli A e B, rispettivamente, si incon¬ 
trano in un punto O; infatti la somma di detti angoli adiacenti al lato AB è minore di un an¬ 
golo piatto (due soli angoli di un triangolo). Detta somma, potendo essere solo inferiore ad 
un angolo piatto, esclude la possibilità di un allineamento dei lati del triangolo e quindi il pa¬ 
rallelismo delle bisettrici in A e B). 


A 


A 



C 


fig-93 


fig- 94 
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Se ora tracciamo da O le perpendicolari ai lati del triangolo, avremo, per definizione di biset¬ 
trice: 

OM = ON; ON = OP e per transitività: OM = OP (1) 


Da quanto sopra si deduce che O è equidistante anche dai lati CA e CB e quindi risulta esse¬ 
re sulla bisettrice anche di C. Le congruenze (1) sulle perpendicolari ai lati del triangolo di¬ 
cono che O è il centro della circonferenza inscritta al triangolo. 


9.11.3 Teorema: le altezze di un triangolo si incontrano in un punto detto orto¬ 
centro 

Con riferimento alla fig. 95, per ogni vertice conduciamo la parallela al lato opposto venendo 

così a determinare il triangolo MNL. Su tale costru- 
M A n 7 > one si individuano i parallelogrammi (per costru¬ 

zione) ABCN e AMBC per cui: 


AN = BC e AM = BC; per transitività AN = AM 



ovvero A è il punto medio di MN ed in modo ana¬ 
logo si dimostra che B e C sono i punti medi di ML 
e NL. 


\ / 
\ / 

\ / 

\ / 


L 

fig-95 


In questo modo ogni altezza h del triangolo ABC ri¬ 
sulta perpendicolare ai lati del triangolo MNL (per¬ 
pendicolare a rette dello stesso fascio di rette paral¬ 
lele) e nel loro punto di mezzo; ogni altezza h quin¬ 
di è asse dei lati di MNL, per cui le tre altezze de¬ 
terminano un unico punto di intersezione O (per il 
teorema dimostrato nel paragrafo 9.11.1). 


A 



9.11.4 Teorema: le mediane di un 

TRIANGOLO SI INCONTRANO IN UN UNICO 
PUNTO DETTO BARICENTRO CHE DIVIDE 
OGNUNA DI ESSE IN DUE PARTI; DELLE DUE 
QUELLA CHE PER ESTREMO HA UN VERTICE 
È DOPPIA DELL’ALTRA 
Con riferimento alla fig. 96 consideriamo le 
mediane m ed m 2 dei lati AB e AC che si in¬ 
contrano in P. 

Tali mediane intersecano i suddetti lati nei 
punti M ed N che per definizione di media¬ 
na determinano i segmenti: 

BM = MA e CN = NA (1) 


fig. 96 
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Da M e N conduciamo le parallele a m 3 fino a incontrare BC in M’ e N\ Dalle (1), per il te¬ 
orema di Talete sulle trasversali BA e BL avremo: 

BM’ = MI (3) 

e sulle trasversali CA e CL 

avremo: LN 7 = WC (2) 

ma essendo per la mediana m 3 su BC: 


BL= LC 

Dalla relazione di cui sopra ogni segmento nelle (2) è congruente con un quarto del lato BC. 
Se ora consideriamo i segmenti BC e CM come trasversali intersecate dalle parallele MM’ ed 
NN\ la mediana CM (m^ risulta divisa in tre parti congruenti con MP da cui PC che parte 
dal vertice C risulta doppia dell’altra. Stessa conclusione per la mediana BN (m 2 ) che insie¬ 
me al lato BC è intersecata dalle medesime parallele. Riassumendo il punto P divide le me¬ 
diane in parti tali che: 


CP = 2 x MP e BP = 2 x NP 

Se ora ripetiamo lo stesso ragionamento con le mediane m, ed iti , individuiamo un punto co¬ 
mune P’ tale per cui BP’ = 2 x NP’ ovvero P = P’ ed il punto di intersezione delle mediane è 
unico. 

Nei triangoli equilateri le mediane, le bisettrici e le altezze relative a tutti i vertici coincidono 
tra loro e con l’asse del lato opposto, mentre nel triangolo isoscele ciò avviene solo per il ver¬ 
tice opposto alla base. Ciò significa che nel triangolo equilatero il baricentro, l’incentro, l’or¬ 
tocentro ed il circoncentro coincidono. 
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Appendice di geometria 


AG 1 Teorema: rette parallele tagliate da una trasversale 

Condizione necessaria e sufficiente affinché due rette r e s, tagliate da una trasversale t, siano 
tra loro parallele è che vengano a formarsi le seguenti condizioni: 

1 ) angoli alterni congruenti 

r//s;rnt=A;snt = B 2) angoli corrispondenti congruenti 

3) angoli coniugati supplementari 

Dimostriamo la sufficienza considerando ipotesi le tre condizioni sugli angoli e tesi il paral¬ 
lelismo di r ed s. 



Partiamo dall’ipotesi 1) sugli angoli alterni e procediamo per assurdo; con riferimento alla fìg. 

a, r ed s formano con t due ango¬ 
li alterni y e a’ congruenti ma ne¬ 
gando la tesi assumiamo che r ed 
s non sono parallele ma si incon¬ 
trano in un punto P. In questa si¬ 
tuazione il triangolo PAB avreb¬ 
be nell'angolo a’ un angolo ester¬ 
no congruente con F angolo inter¬ 
no y non adiacente; conclusione 
assurda perché sappiamo che un 
angolo esterno ad un triangolo è 
sempre maggiore di ciascuno dei 
due angoli ad esso non adiacenti. 
La conseguenza è che r ed s non 
formano un triangolo e non si in¬ 
contrano in alcun punto. 
Consideriamo ora l’ipotesi 2) che 
vede gli angoli corrispondenti a 
ed a’ congruenti. In quanto an¬ 
goli opposti al vertice a e Y sono 
congruenti, di conseguenza a’ e 
Ysono anch’essi congruenti; sia¬ 
mo cioè nelle identiche condizio¬ 
ni della precedente ipotesi e di nuovo r ed s non possono che essere parallele. 

Consideriamo l’ipotesi 3) e gli angoli coniugati Y e P’ supplementari; poiché l’angolo a’ è 
supplementare dell’angolo p’ (adiacente) gli angoli alterni y cd a’ risultano congruenti (sup¬ 
plementari dello stesso angolo P’); ci ritroviamo quindi nuovamente nella prima ipotesi che 
ci aveva condotti alla conclusione che le due rette r ed s non possono che essere parallele. 
Dimostriamo la necessità considerando ipotesi il parallelismo tra le rette r ed s e tesi le rela¬ 
zioni tra gli angoli. 

Dalla tesi 1), date le rette parallele r ed s verifichiamo che gli angoli alterni Ye oc’ sono con¬ 
gruenti. Anche in questo caso procediamo per assurdo negando la tesi, ovvero affermando che 
Y^ oc’ o più precisamente Y> oc’ (fìg. b). 
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Conduciamo per A la retta v distinta da r in modo che sia y = a’ ; ciò significa che ora le ret¬ 
te v ed r formano con t angoli alterni congruenti; sono pertanto entrambe parallele ad s per 
quanto prima dimostrato. 

Per A allora passano due rette (v, r) parallele alla stessa retta s contraddicendo il 5° postulato 
di Euclide. Le rette v ed r non possono che essere la stessa retta, quella che forma con s an¬ 
goli alterni congruenti. 

Dalla tesi 2) date le parallele r ed s verifichiamo che gli angoli corrispondenti y e y’ sono con¬ 
gruenti (fig. c). 

Per la tesi 1), y = a’ perché alterni ma essendo a’ = y’ perché opposti al vertice, per transiti¬ 
vità, y=y’. c.v.d. 

Dalla tesi 3) date le parallele r ed s verifichiamo che gli angoli coniugati y e (3’ sono supple¬ 
mentari. L'angolo [3’ è supplementare di a’ perché adiacenti ed a’ = y essendo alterni per la 
tesi 1); in conclusione anche (3’ è supplementare di y (fig. d). 




AG 2 Teorema: secondo principio di congruenza dei triangoli; due triangoli sono congruen¬ 
ti tra loro se hanno un lato ed i due angoli ad esso adiacenti congruenti. 

Hp) AB = DE; a = 8; (3 = e 
Th) ABC = DEL 

Se anche una seconda coppia di lati, ad es. CB ed FE, fossero congruenti i due triangoli sa¬ 
rebbero congruenti per il 1° criterio; supponiamo invece per assurdo (negazione della Th) che 
CB FE e facciamo riferimento alla fig. e dove con il punto G individuiamo l’estremo del 
lato CB riportato sul lato FE nella ipotesi che sia CB < FE. Avremo ora che CB = EG. 

C F 




fig- e 

Per il 1° criterio, i triangoli ABC e DEG sono congruenti e quindi anche gli angoli a e 8’ sono 
congruenti tra loro. Ma per ipotesi è a = 8; per la proprietà transitiva della uguaglianza dovrà 
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risultare allora 8 = 8’, cosa assurda essendo il segmento DG (lato di 8’) interno ai lati dell’an¬ 
golo 8 (DF e DE) e quindi è 8’ < 8. Con ragionamento analogo, supponendo CB > FE si può 
dedurre che 8 < 8’. Non potrà che essere quindi 8 = 8’ e CB = FE. c.v.d. 

AG 3 Teorema: due circonferenze rettificate cec’ stanno tra loro come i rispettivi raggi rer’. 
Per tesi si avrà: 

c : c’ = r : r’ 

Consideriamo ora due circonferenze c e c’ di raggi, rispettivamente, rer’ e due poligoni re¬ 
golari, dello stesso numero n di lati, inscritti nelle due circonferenze e aventi per perimetri p 
e p’ (hg. f). Tali poligoni sono simili tra loro, pertanto: 


p : p’ = r : r’ 



fig-f 


( 1 ) 


Analogamente per due poligoni sempre dello stesso numero n di lati ma circoscritti acec’, 
aventi perimetri PeP’, rispettivamente, varrà: 


P : P’ = r : r’ 


( 2 ) 


consideriamo ora un segmento di lunghezza d quarto proporzionale tra r, r’ e c, ovvero: 

c : d = r : r’ (3) 


Dal confronto di (3) con (2) e (1) avremo: 


p : p’ = c : d P : P’ = c : d (4) 

Per definizione di circonferenza rettificata avremo che: 

p < c < P 

e dalle (4) deriva che anche per d vale: 

p’ <d<P’ 

ovvero d è elemento di separazione tra le due classi contigue p’ e P’ quindi è proprio la cir¬ 
conferenza rettificata c’. Pertanto la (3) coincide con la proporzione della tesi. c.v.d. 
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Geometria dello spazio 


10.1 Rette e piani nello spazio 


Lo spazio è un insieme di punti, mentre le rette ed i piani sono sottoinsiemi non vuoti dello 
stesso. Andiamo ora ad illustrare alcuni assiomi che si aggiungono a quelli già visti nella trat¬ 
tazione della geometria del piano e che restano validi. 

1° assioma: se una retta ha due punti distinti in comune con un piano, la retta giace nel piano; 

2° assioma: per ogni piano esiste almeno un punto dello spazio che non appartiene al piano; 

3° assioma: per tre punti non allineati dello spazio passa uno ed un solo piano; per due pun¬ 
ti (una retta) ne passano infiniti ed un eventuale terzo punto dello spazio (non appartenente 
alla retta) individua un unico piano tra gli infiniti di cui sopra. 

Da quanto sopra si evince che nello spazio un piano è individuato da: 

- tre punti distinti non allineati; 

- una retta ed un punto non appartenente ad essa; 

- due distinte rette incidenti o parallele. 

Definiamo semispazio una partizione dello spazio tale per cui: 

4° assioma: un piano individua una partizione dell’insieme dei punti dello spazio in due sottoin¬ 
siemi non vuoti detti semispazi costituiti da punti non appartenenti al piano origine e tali che: 

- due punti di un unico semispazio costituiscono gli estremi di un segmento che non inter¬ 
seca il piano origine; 

- due punti appartenenti a due semispazi distinti costituiscono gli estremi di un segmento 
che ha un punto in comune col piano origine (intersezione). 

La conseguenza di tale assioma è che se una retta r ha un solo punto in comune con un piano 
a risulta incidente (intersecante) al piano; se ne ha due ne ha infiniti ed appartiene (giace) al 
piano. Una retta parallela al piano non ha punti in comune con il piano. Ogni sottoinsieme è 
detto semispazio aperto; l’unione di questo e del piano origine è detta semispazio chiuso o 
semplicemente semispazio. 1 due semispazi sono detti opposti. 

Teorema: se due piani a e (3 hanno un punto P in comune, hanno in comune una retta r che 
passa per P. 

In fig. 1 sono rappresentati i piani a e [3 e il punto comune P. Da P tracciamo due semirette a e b gia¬ 
centi nei due semipiani opposti individuati da (3 su a. Su tali semirette fissiamo due punti A e B ed 
uniamoli attraverso un segmento AB che per il 4° assioma incontra (3 in un punto Q (di (3). Ma AB 
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appartiene ad a e, essendo Q un punto del segmento AB, appartiene anch’esso al piano a. Abbia¬ 
mo quindi due punti A e B che appartengono contemporaneamente ad a e (3 e la retta r passante per 
A e B quindi ha due punti in comune con i due suddetti piani. Per il 1° assioma, appartiene ad en¬ 
trambi i piani. 



fig- 1 


Definizioni: 

- due piani che hanno in comune una retta si dicono secanti; 

- diciamo stella di rette l’insieme delle infinite rette passanti per un punto P (centro stella) 
dello spazio; 

- diciamo stella di piani l’insieme degli infiniti piani che passano per un punto P (centro stella); 

- diciamo stella l’insieme delle rette e dei piani passanti per P; 

- l’insieme delle rette parallele ad una retta data si dice stella di rette parallele. 

10.1.1 Perpendicolarità tra retta e piano 

Elenchiamo tutte le posizioni che una retta può assumere rispetto a un piano (fig. 2): 

- parallela al piano: non hanno alcun punto in comune; 

- incidente al piano: quando hanno uno e solo uno punto in comune; 

- giacente sul piano: quando hanno infiniti punti in comune, cioè tutti gli infiniti punti del¬ 
la retta appartengono al piano. 


r 


/ r 



a) 


b) 


c) 


fig- 2 
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Una retta e un piano sono perpendicolari se la retta, intersecando il piano in un suo punto, ri¬ 
sulta perpendicolare a due distinte rette del piano passanti in quel punto detto piede della per¬ 
pendicolare. 

Teorema: data una retta r nello spazio, se per un suo punto P conduciamo due rette distinte s 
e t perpendicolari nello spazio alla retta r, quest’ultima risulta perpendicolare a tutte le rette 
del piano individuato dalle due rette set che passano per P. 

In fig. 3 indichiamo con a il piano individuato dalle rette sete tracciamo una retta v passan¬ 
te per lo stesso punto P di intersezione di r con a. Indichiamo inoltre con u una retta del pia¬ 
no non passante per P che interseca s, t e v nei punti A, B e C rispettivamente. Su r indichia¬ 
mo con M e N due punti sui semispazi opposti rispetto ad a tali che: 

PM = PN 


ed uniamo M e N con A, B e C. 

I triangoli APM e APN rettangoli in P sono congruenti per il 1° criterio essendo: 

PM = PN per costruzione; 

PA in comune; 
gli angoli in P retti. 

Le stesse considerazioni valgono per i trian¬ 
goli BPM e BPN; ne consegue la congruenza 
dei segmenti: 

MA = NA e MB = NB 

Da ciò scaturisce la congruenza dei triango¬ 
li MAB e NAB per il 3° criterio (essendo AB 
in comune) e quindi la congruenza degli an¬ 
goli MAB e NAB. A sua volta se ne deduce 
la congruenza dei triangoli MAC e NAC per 
il 1° criterio essendo: MA = NA e MÀB = 

NAB come già dimostrato; AC in comune. 

Dalla congruenza appena dimostrata conse¬ 
gue MC = NC che rende il triangolo MCN isoscele sulla base MN per il quale CP è media¬ 
na per costruzione (MP = NP); in un triangolo isoscele la mediana e l’altezza relative alla 
base coincidono, quindi la retta v è perpendicolare a r. La stessa costruzione può ripetersi 
per qualsiasi retta v passante per P e appartenente al piano a. c.v.d. 

Teorema: le perpendicolari ad una retta nello spazio in un suo punto giacciono in solo piano. 

Teorema: per un punto dello spazio passa una sola retta perpendicolare ad un piano dato. 

Teorema: per un punto dello spazio passa un solo piano perpendicolare ad una retta data. 


! r 
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Teorema delle tre perpendicolari: se dal piede di una perpendicolare a un piano si conduce 
la perpendicolare a una retta qualunque del piano, questa risulta perpendicolare al piano in¬ 
dividuato dalle prime due rette. 

Sia dato (fig. 4) un piano a e una retta r a esso perpendicolare; se dal piede P della perpendi¬ 
colare si conduce una retta s perpendicolare ad una generica retta t del piano, questa risulta 
perpendicolare al piano (3 formato dalle rette r e s. 



fig- 4 


Se la retta t passasse per il piede P sarebbe perpendicolare a r per quanto già affermato. Sup¬ 
poniamo allora che t non includa P e fissiamo su r un punto A (non appartenente ad a) ed in¬ 
dichiamo con D il punto di intersezione tra set. Determiniamo sulla retta t, in parti opposte 
a D, due punti B e C tali che: 


BD = DC (1) 

Congiungiamo ora i punti A e P con B, D e C. 

I triangoli PDB e PDC sono rettangoli in D (s e t perpendicolari per ipotesi), hanno PD in co¬ 
mune e vale la (1) per costruzione; sono pertanto congruenti per il 1° criterio. La conseguen¬ 
za di ciò è: 


BP s CP (2) 

I triangoli APB e APC, anch’essi rettangoli in P per ipotesi, hanno AP in comune e per essi 
vale la (2); sono pertanto congruenti per il 1° criterio e di conseguenza avremo: 

ÀB=ÀC 

Ciò porta a concludere che il triangolo ABC è isoscele e come da costruzione AD è la sua 
mediana relativa alla base BC ed è coincidente con l’altezza relativa alla stessa base. In que¬ 
sta veste AD è perpendicolare alla retta t (AB) così come lo è per costruzione la retta s. Per 
conseguenza il piano (3 individuato dalle rette s e r è perpendicolare in D alla retta t. 

c.v.d. 
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Definiamo distanza di un punto A da un piano a il segmento di perpendicolare che ha per 
estremi il punto A dato ed il piede P della perpendicolare al piano (fig. 5). P è anche detto pro¬ 
iezione di A su a ed AP ha lunghezza minore di qualsiasi altro segmento obliquo AQ. 



fig- 5 

In fig. 6 è illustrata una retta r incidente un piano a nel punto P e a; un qualsiasi punto Q di 
r ha per proiezione sul piano un punto Q’ e l’insieme di tutte queste proiezioni determina una 
retta r’ definita come proiezione di r su a. 



Una retta r incidente un piano a determina un angolo definito come l’angolo acuto che r stes¬ 
sa forma con la sua proiezione r’ su a. 

10.1.2 Mutue posizioni tra rette e piani nello spazio 

Relativamente alle loro posizioni reciproche, due rette nello spazio possono essere: 

- incidenti; 

- parallele; 

- sghembe. 

Per le prime due tipologie valgono le stesse definizioni e gli stessi principi dati per la geome¬ 
tria piana ed esiste sempre un piano che le contiene entrambe; al contrario due rette si dico¬ 
no sghembe quando non esiste una giacitura comune ovvero quando non appartengono allo 
stesso piano. Date due rette r e s sghembe, nello spazio esistono due parallele a queste che ri¬ 
sultano complanari ed incidenti tra loro che quindi formano un angolo; tale angolo (minore o 
uguale a quello retto) definisce l’angolo tra due rette sghembe. Quando l’angolo è congruen¬ 
te con un angolo retto le due sghembe si dicono ortogonali. 

Teorema: tra due rette sghembe esiste una sola retta perpendicolare ad entrambe. 

www.edises 


EdiSES 









548 Parte Quarta La prova orale di Matematica 


Definiamo distanza tra due rette sghembe il segmento di perpendicolare comune alle due 
rette i cui estremi sono i punti di intersezione tra questa e le due rette sghembe date. Per gli 
angoli tra rette incidenti vale quanto già definito in geometria piana. 

Teorema: se due rette sono parallele, ogni piano che ne incontra una incontra anche l’altra. 

Teorema: una retta ed un piano sono paralleli tra loro se la retta appartiene al piano o non ha 
alcun punto in comune con il piano (parallelismo stretto). 

Teorema: ogni retta passante per un punto P esterno ad un piano, parallelamente ad una ret¬ 
ta r di questo, è parallela al piano. 

Teorema: dati un piano a ed una retta r esterna e parallela a esso, se per r si descrive un al¬ 
tro piano che interseca a nella retta s, r e s risultano parallele. 

10.1.3 Mutue posizioni tra piani nello spazio 

Definiamo paralleli due piani che sono coincidenti o non hanno alcun punto in comune. Il pa¬ 
rallelismo tra piani è una relazione di equivalenza, pertanto gode delle proprietà riflessiva, 
simmetrica e transitiva. 

Definiamo distanza tra due piani paralleli la distanza di un qualsiasi punto di uno dall’al¬ 
tro piano. 

Teorema: due distinti piani a e [3, se perpendicolari ad una stessa retta, risultano paralleli tra loro. 

Teorema: dati due piani paralleli tra loro, una retta r che ne incontra uno incontra anche l’altro. 

Teorema: i segmenti di rette, perpendicolari a due piani paralleli, risultano congruenti tra loro. 

Teorema di Talete: un fascio di piani paralleli individua, su due rette trasversali, classi di seg¬ 
menti proporzionali. 

10.1.4 Piano asse di un segmento 
Ricordiamo dalla geometria piana che: 

Si definisce luogo geometrico (o semplicemente luogo) una figura costituita da tutti e solo i 
punti che godono di una stessa proprietà. 

Tale distinzione sussiste perfettamente anche nello spazio, quindi devono essere verificate le 
seguenti condizioni: 

1 ) Tutti i punti godono di una certa proprietà. 

2) Ogni punto che gode di quella proprietà appartiene alla figura. 

Come esempio di quanto appena definito si considerano due luoghi geometrici molto impor¬ 
tanti. 

Ricordiamo dalla geometria piana che si definisce asse di un segmento la perpendicolare al 
segmento nel suo punto medio. 

Estrapolando il concetto dal piano allo spazio, l’asse diventa un piano, detto piano asse. 

Il piano asse di un segmento è il luogo geometrico dei punti dello spazio equidistati dagli 
estremi del segmento stesso. 
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fig- 7 


In riferimento alla figura 7, sia AB un segmento nello spazio; 
il piano asse a interseca il segmento AB ortogonalmente, nel 
suo punto medio M. 

Vale allora la seguente asserzione: 

Se aè piano asse di AB <=>PA = PB VP e a 

Dimostrazione (=>) 

Si consideri il segmento AB, se a è il piano asse ( ipotesi ) si 
deve dimostrare (tesi) che esso è il luogo geometrico dei pun¬ 
ti equidistanti A e B ovvero ogni punto del piano asse a è 
equidistante da A e B. 

Infatti se P è un generico punto di a, le distanze da A e B, cioè 
i due segmenti tratteggiati PA e PB, sono congruenti poiché 
per ipotesi hanno le stesse proiezioni AM e BM. 


Dimostrazione (<=) 

Se impunto è equidistante da A e da B (ipotesi) appartiene al piano asse a (tesi). Infatti con¬ 
siderando sempre il punto P e a, equidistante da A e B, si ha PA = PB; dunque il triangolo 
APB, nel piano ortogonale al piano a, è isoscele nella base AB. Il segmento PM, ottenuto con- 
giungengo P con il punto medio del segmento AB, è mediana rispetto alla base del triangolo 
(sempre nello stesso piano perpendicolare a). 

Tuttavia in un triangolo isoscele la mediana relativa alla base è anche altezza quindi PM è 
perpendicolare ad AB nel suo punto medio, perciò è l’asse di AB. Quindi P appartiene all’as¬ 
se di AB. Questo stesso ragionamento può essere ripetuto per qualunque altro punto del pia¬ 
no a. 


10.2 Diedri 


Definiamo angolo diedro o semplicemente diedro una partizione dello spazio ottenuta attra¬ 
verso a e [3, due semipiani delimitanti (facce) aventi la stessa retta origine (spigolo); è con¬ 
vesso il diedro che non contiene i prolungamenti dei semipiani (diedro propriamente detto), 
concavo l'altro (fig. 8). 

Diciamo piatto un diedro le cui facce sono sullo stesso piano; diciamo consecutivi due diedri 
che hanno una faccia (3 in comune (fig. 9); adiacenti due diedri consecutivi le cui altre due 
facce a e y sono complanari (fig. 10). 
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fig■ 8 fig. 9 fig. IO 

Definiamo sezione normale di un diedro l'angolo formato dalle semirette individuate sulle 
due facce da un piano perpendicolare allo spigolo (retta origine comune). Definiamo diedri 
congruenti due diedri che hanno sezioni normali congruenti. Attraverso le sezioni normali 
possiamo definire le specificità dei diedri (acuti, ottusi, complementari ecc.); tra queste l’am¬ 
piezza, ognuna delle quali rappresenta una particolare classe di equivalenza di un insieme quo¬ 
ziente relativo all’insieme di tutte le ampiezze dei diedri. 

Teorema: tutte le sezioni normali di un diedro sono congruenti. 

Teorema: diedri congruenti hanno sezioni normali congruenti e viceversa (criterio). 
Definiamo perpendicolari due diedri che intersecandosi formano quattro diedri congruenti 
(retti). 

Teorema: i piani passanti per una retta r perpendicolare ad un piano a sono tutti perpendico¬ 
lari ad a. 

10.2.1 Piano bisettore di un diedro 
Il piano bisettore di un diedro è il luogo geo¬ 
metrico dei punti equidistanti dalle facce di un 
diedro. 

Dimostrazione. 

In figura 11 è dato un diedro a(3; sia y il suo pia¬ 
no bisettore {ipotesi), si deve dimostrare che y 
è il luogo geometrico dei punti equidistanti dal 
diedro {tesi). 

Innanzitutto ogni punto del piano bisettore è 
equidistante dalle facce del diedro. 

Infatti, sia n un piano perpendicolare al diedro 
a(3, detto P un punto generico del piano biset¬ 
tore y sul piano n, si considerino le sue distan- 
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ze (sempre su n) dalle facce del diedro, cioè i segmenti PM e PN condotti da P perpendico¬ 
larmente alle facce. 

I due triangoli rettangoli PMO e PNO nel piano n risultano congruenti per il 3° criterio di con¬ 
gruenza dei triangoli rettangoli (hanno P ipotenusa PO in comune e PÓM = PÒN, essendo OP 
bisettrice dell’angolo AOB e quindi divide questo in due parti congruenti). Ne consegue dun¬ 
que che: 


PM = PN 

Questa dimostrazione può essere ripetuta per qualsiasi altro piano n perpendicolare al diedro 
a(3. Adesso ogni punto equidistante dalle facce del diedro a(3 appartiene al piano bisettore y. 
Sia infatti P un punto equidistante dai lati dell’angolo AOB sul solito piano Jt, cioè tale che, 
condotte da P le perpendicolari ai lati stessi, sia PM = PN. Congiungendo P con O, i triango¬ 
li POM e PON risultano congruenti per il 4° criterio di congruenza dei triangoli rettangoli 
(hanno l’ipotenusa PO in comune e PM = PN, per ipotesi) e quindi si ha anche POM = PON; 
ne consegue che OP, alla quale appartiene P, è la bisettrice dell’angolo A, ma essa si trova su 
y, pertanto y è il piano bisettore. 


10.3 Triedri 


Consideriamo nello spazio un triangolo ABC ed un quarto punto V non complanare con ABC; 
uniamo V ai tre vertici del triangolo attraverso tre semirette, con origine in V, ottenendo tre 
triangoli: VAB, VBC e VCA non complanari. Ogni coppia dei piani di giacenza di questi trian¬ 
goli determina un diedro per un totale di tre. Gli spigoli dei diedri sono le semirette uscenti 
da V (fig. 12). 


v 



Definiamo triedro la parte di spazio delimitata dai tre diedri ovvero l’intersezione di tre se¬ 
mispazi individuati ognuno dai piani formati da ogni coppia delle tre semirette della stella con 
vertice in V. 

V è il vertice del triedro, i tre angoli al vertice V di ogni triangolo sono le facce e le semiret¬ 
te con origine in V gli spigoli del triedro. 

Teorema: In un triedro ciascuna faccia è minore della somma delle altre due. 
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Consideriamo il triedro di fig. 13 di spigoli a, b e c 
dove la faccia maggiore risulta AVC; in essa codu- 
ciamo una semiretta s da V che interseca il segmen¬ 
to AC in D in modo tale che CVD = BVC; con BVC 
intendiamo la faccia minore delle tre. Sulla semiret¬ 
ta b individuiamo un punto B tale che VD = VB e 
congiungiamo B con A, C e D. I due triangoli DVC 
e BVC risultano congruenti per il 1° criterio aven¬ 
do due lati e l’angolo in V congruenti per costruzio¬ 
ne ed il lato VC comune; pertanto risulta: 

BC = DC (1) 

Consideriamo ora il triangolo ABC; in esso per un noto teorema sui lati dei triangoli vale: 

ÀC <ÀB + BC 

ovvero per la ( 1 ) AC < AB + DC (2) 

per costruzione: AC = AD + DC (3) 

dalle (2) e (3) otteniamo: AD + DC < AB + DC 

ovvero: AD < AB 

Consideriamo ora i triangoli AVD e AVB per i quali risulta: 

- AV in comune; 

- VB = VD per costruzione; 

- AD < AB appena dimostrato. 

Per un noto teorema sui triangoli, al lato maggiore si oppone l’angolo maggiore, quindi: 

AVD > AVB 

sommando membro a membro la relazione di congruenza per costruzione: 

DVC = BVC 

otteniamo: AVD + DVC < AVB + BVC 

ovvero: ^ AVC < AVB + BVC (4) 

essendo AVC la faccia maggiore delle tre abbiamo dimostrato la validità della tesi per tutte le 

facce. 

Con una costruzione analoga e dalla (4) si deduce anche che ogni faccia è maggiore della dif¬ 
ferenza delle altre due. 

Teorema: la somma delle facce di un triedro è minore di quattro angoli retti. 


v 
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Nella fig. 13a prolunghiamo lo spigolo a oltre V 
e chiamiamolo a’costruendo un nuovo triedro V’ 
di spigoli a'he. Su a’ individuiamo un punto A’ 
ed applichiamo a questo il teorema precedente: 

BVC < BVA’ + CVA’ 

ai membri di tale diseguaglianza sommiamo: 
AVB + AVC 

ottenendo: AVB + AVC + BVC < AVB + AVC + 
BVA’ + CVA’ ^ ^ (5) 

è facile verificare che: AVB + BVA’ = CVA’ 

+ AVC = due angoli retti; 
quanto sopra rende il secondo membro della (5) 
congruente con quattro angoli retti ovvero la tesi. 


Due triedri sono congruenti quando si verifica uno dei seguenti casi: 

- sono congruenti due facce ed il diedro compreso; 

- sono congruenti due diedri e la faccia comune; 

- sono congruenti le tre facce; 

- sono congruenti i tre triedri. 


10.4 Angoloidi 


V 



Sia dato un poligono convesso ABCDE su 
un piano a (fig. 14) ed un punto V esterno 
ad a. Se conduciamo da V le semirette per 
tutti i vertici del poligono andiamo a defini¬ 
re una porzione dello spazio delimitata dal¬ 
le facce aventi vertice in V che denominia¬ 
mo angoloide. La suddetta figura la indichia¬ 
mo con V(ABCDE) oppure con V(abcde). 
Definiamo inoltre per l’angoloide: 

- vertice il punto V origine delle semirette 


a, b, c,...; 

- spigoli le suddette semirette; 

- facce gli angoli al vertice V i cui lati sono 
le semirette; 

- diedri i diedri formati dai semipiani di giacitura delle facce. 

I due teoremi dimostrati per i triedri rimangono validi anche per gli angoloidi. 
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10.5 I POLIEDRI 


Definiamo poliedro una parte di spazio limitata da poligoni giacenti su piani diversi in modo 
che ogni lato di detti poligoni sia comune a due soli di essi. Definiamo inoltre: 

- facce, i poligoni costituenti; 

- spigoli, i lati dei poligoni; 

- vertici, i vertici dei poligoni stessi; 

- superficie, la somma delle superfici delle facce. 

Teorema di Eulero: in un poliedro la somma delle facce F e dei vertici V è pari alla somma 
degli spigoli aumentata di due: F + V = S + 2. 

Definiamo poliedro convesso quel poliedro dove i piani di giacitura di ogni faccia vedono 
tutta la figura contenuta in un unico semipiano. 

Definiamo diagonale di un poliedro ogni segmento che ha per estremi due vertici non appar¬ 
tenenti ad una stessa faccia. 

10.5.1 Poliedri regolari 

Definiamo poliedro regolare un poliedro le cui facce sono poligoni regolari e congruenti tra 
loro come tutti i diedri. Si può dimostrare che esistono solo cinque tipi di poliedri regolari: 

- tetraedro regolare con quattro facce triangolari equilatere; 

- cubo o esaedro regolare con sei facce quadrate; 

- ottaedro regolare con otto facce triangolari equilatere; 

- dodecaedro regolare con dodici facce pentagonali; 

- icosaedro regolare con venti facce triangolari equilatere. 


10.6 I PRISMI 


Consideriamo un poligono ABCDE e tracciamo per ogni ver¬ 
tice una retta parallela a tutte le altre e comunque inclinata ri¬ 
spetto al piano del poligono; due qualsiasi rette successive (e 
parallele per costruzione) individuano un piano ed ogni cop¬ 
pia di piani con una retta in comune determina un diedro. La 
parte di spazio comune ai diedri così formati si definisce pri¬ 
sma indefinito. Le rette considerate sono gli spigoli, le parti 
di piano delimitate da due spigoli successivi costituiscono le 
facce del prisma (fig. 15). La porzione di prisma indefinito 
compresa tra due piani paralleli è detta prisma definito o più 
semplicemente prisma. L'intersezione dei piani paralleli con 
le facce del prisma individuano due poligoni che rappresenta¬ 
no le basi del prisma; i lati dei poligoni sono gli spigoli di 
base. Gli altri poligoni che delimitano il prisma sono dette 
facce laterali ed i loro lati spigoli laterali. 

Definiamo superficie laterale la somma delle superfici di tut¬ 
te le facce e superficie totale la somma di quella laterale e del¬ 
le superfici di base. Definiamo prisma retto un prisma in cui 
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le facce laterali sono perpendicolari alle basi e prisma regolare un prisma retto con basi costi¬ 
tuite da poligoni regolari. 

Teorema: le basi di un prisma sono poligoni congruenti. 

Ogni faccia laterale del prisma è un parallelogramma per definizione essendo le due basi pa¬ 
rallele tra loro e gli spigoli laterali anche; ciò implica la congruenza dei lati opposti che si tra¬ 
duce nella congruenza dei poligoni di base tra loro. Da quanto sopra segue che nei prismi ret¬ 
ti le facce laterali sono rettangoli. 

10.6.1 1 PARAU.EI.EPIPF.nl 

Il parallelepipedo è un prisma avente per basi dei parallelogrammi; ha sei facce (tutte paral¬ 
lelogrammi), 12 spigoli e 8 vertici. 

Teorema: le facce opposte di un parallelepipedo sono parallelogrammi congruenti. Se il pa¬ 
rallelepipedo è retto gli spigoli verticali sono perpendicolari alle basi. 

Un parallelepipedo lo definiamo rettangolo quando ha per basi due rettangoli; di conseguen¬ 
za tutte le facce risultano rettangolari. 

Definiamo cubo un parallelepipedo rettangolo con tutti gli spigoli congruenti; di conseguen¬ 
za le facce sono tutte quadrate. 

Nei parallelepipedi le diagonali sono quattro e si incontrano in un unico punto che è il centro 
della figura e divide a metà le diagonali stesse. La misura delle diagonali nei parallelepipedi 
rettangoli e nei cubi si calcola attraverso la radice quadrata della somma dei quadrati delle tre 
dimensioni. 

Di seguito riportiamo lo schema degli insiemi delle figure studiate (fìg. 16). 



fig 16 


10.7 Le piramidi 


Definiamo piramide la parte di angoloide compresa tra il vertice V ed un piano che non con¬ 
tiene V e che interseca tutti gli spigoli dell’angoloide. V costituisce il vertice della piramide. 
L’intersezione dell’angoloide con detto piano definisce un poligono, detto base della pirami¬ 
de, e le facce dell’angoloide ne determinano le facce laterali che sono tutte triangolari. 

Gli spigoli dell’angoloide definiscono gli spigoli della figura e i lati delle facce laterali. La 
somma delle superfici delle facce laterali definisce la superficie laterale della piramide; se a 
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questa si aggiunge la superfìcie del poligono di base otteniamo la superficie totale della pi¬ 
ramide. Per altezza della piramide si intende la distanza del vertice dal piano di giacitura del¬ 
la base. 

10.7.1 La piramide retta 

Definiamo piramide retta una piramide nel cui poligono di base è inscrivibile una circonfe¬ 
renza il cui centro coincide con la proiezione P del vertice della piramide stessa (fig. 17). 

Teorema: in una piramide retta, i triangoli che costituiscono le facce laterali hanno tutti al¬ 
tezze congruenti. 

Come rappresentato in fig. 17, il segmento BC risulta per¬ 
pendicolare al raggio PH della circonferenza inscritta e VP 
perpendicolare al piano di base; per il teorema delle 3 per¬ 
pendicolari, avremo quindi che anche VH è perpendicolare 
a BC. La conseguenza è che VH è l’altezza del triangolo 
BVC (faccia della piramide) ed anche ipotenusa del trian¬ 
golo VPH rettangolo in P (piede dell’altezza VP e centro 
della circonferenza). Ogni lato del poligono di base ha un 
punto H di tangenza della circonferenza in esso inscritta 
dove il raggio è perpendicolare, pertanto tutti i triangoli ret¬ 
tangoli in P che hanno per cateti l’altezza della piramide ed 
il suddetto raggio sono congruenti per il 1° criterio. Le re¬ 
lative ipotenuse VH sono quindi tutte congruenti tra loro, 
c.v.d. 

L’altezza di ogni triangolo delle facce laterali è detta apotema della piramide ed è definibile 
solo per le piramidi rette perché solo in tali figure è congruente per tutte le facce. In tutte le 
piramidi rette, la superficie laterale, somma delle superfici delle facce laterali, è ottenibile 
come prodotto del semiperimetro del poligono di base per l’apotema. 

10.7.2 La piramide regolare 

Definiamo piramide regolare una piramide retta che ha per base un poligono regolare. In 
essa tutte le facce laterali sono congruenti e sono triangoli isosceli. 

10.7.3 Tronco di piramide 

Definiamo tronco di piramide la figura che si ottiene tagliando una piramide con un piano 
parallelo al piano di base e compresa tra i due piani stessi; la parte che rimane dal taglio è 
un’altra piramide. Il poligono di base e quello che si ottiene sul piano tagliante costituiscono 
le due basi del tronco e la loro distanza è l’altezza del tronco; le facce laterali che risultano 
dal taglio sono trapezi. Una piramide retta dà luogo ad un tronco di piramide retto con basi 
simili tra loro e facce laterali di altezza congruente tra loro (apotema del tronco). Se la pira¬ 
mide è anche regolare i trapezi sono isosceli. Così come nelle piramidi rette la superficie la¬ 
terale è la somma delle superfici di tanti triangoli quanti sono i lati del poligono di base, nei 
tronchi di piramide retta la superficie laterale è ottenibile come somma delle superfici di un 
numero di trapezi pari a quello dei lati di base; 
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fig-17 


S, = (Pj + p 2 ) • a 


| EdiSES 


edises 




Sezione II - Matematica Capitolo 1G - Geometria dello spazio 


557 


essendo e p, i semiperimetri delle due basi inferiore e superiore rispettivamente ed a l’apo- 
tema del tronco di piramide retta. 

Teorema: in una piramide, un piano (3 parallelo a quello di base a che taglia l'angoloide de¬ 
termina un altro poligono simile al poligono di base ed i perimetri di detti poligoni stanno tra 
loro come le rispettive distanze dal vertice; le superfici di detti poligoni stanno tra loro come 
i quadrati di dette distanze. 

v 

Nella piramide di fig. 18 i triangoli VAB e 
VEF sono simili per il 1° criterio perché 
l’angolo in V è in comune, gli angoli adia¬ 
centi alle rispettive basi sono corrisponden¬ 
ti due a due (per ipotesi AB e EF sono pa¬ 
ralleli essendo a e (3 paralleli). Pertanto: 

(1) AB : ÉF = VB : VF 
Procedendo in modo analogo per la cop¬ 
pia successiva di triangoli avremo: 

BC : FG = VB : VF 
Dal confronto per transitività avremo: 

AB : ÉF = BC : FG 

Procedendo in modo analogo per tutte le 
coppie di facce successive: 

fig-18 _ 

AB : EF = BC : FG = CD : GH = DA : HE 

È altresì vero che nei due poligoni gli angoli sono a coppie congruenti (B = F, C = G, D = H, 
A = E) perché compresi tra lati paralleli ed equiversi nello spazio. 1 due poligoni, quindi, aven¬ 
do gli angoli corrispondenti congruenti e i lati corrispondenti in proporzione, sono simili. Con¬ 
sideriamo l’altezza h della piramide il cui piede è P su a e interseca in Q il piano (3. 1 due 
triangoli VPB e VQF sono simili per il 1° criterio perché rettangoli ed aventi l’angolo in V in 
comune. Per essi sarà: 



VB:VF = VP :VQ 

Dal confronto con la (1) avremo per transitività: 

AB : EF = VP : VQ (2) 

ovvero due qualsiasi lati corrispondenti tra i due poligoni stanno tra loro come le distanze dal 
vertice dei rispettivi piani di giacenza. Sappiamo che i perimetri di due poligoni stanno tra 
loro come qualsiasi coppia di lati corrispondenti; dalla (2) pertanto, essendo AB e EF due lati 
corrispondenti, ricaviamo per transitività: 
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VP : VQ = P, . : P ,. 

(a, b, c, d) (e, f, g, h) 

avendo indicato con P i perimetri dei due poligoni. 

Con ragionamento analogo, essendo le aree A di poligoni simili in rapporto tra loro come il 
quadrato del rapporto di similitudine si ha: 

VP 2 : VQ 2 = A . -A, f hl c.v.d. 

x (a, b, c, d) (e, f, g, h) 


10.7.4 Estensione solida dei poliedri 

Definiamo misura o volume di un poliedro il rapporto tra l’estensione del poliedro e quella 
di un altro poliedro assunto come unità di misura (cubo di spigolo unitario). 

Il volume di un parallelepipedo rettangolo si calcola attraverso il prodotto delle sue dimensioni (mi¬ 
sura dei tre spigoli uscenti dal medesimo vertice) ovvero dell’area della superficie di base per l’altez¬ 
za. La stessa formulazione vale anche per i prismi. Nel cubo, quindi, il volume è pari alla terza po¬ 
tenza dello spigolo. Il volume di una piramide è un terzo di quello del prisma avente la stessa base. 
Il volume di un tronco di piramide è uguale alla somma dei volumi di tre piramidi aventi la 
stessa altezza del tronco e basi uguali, rispettivamente, alla base maggiore del tronco, alla base 
minore del tronco e alla loro media geometrica (v. formulario). 

10.7.5 Equivalenza tra poliedri 

Diciamo equivalenti due poliedri che hanno la stessa estensione; due poliedri equivalenti sono 
scomponibili nello stesso numero di solidi congruenti. 

Assioma: nelLinsieme dei solidi esiste una relazione di equivalenza tale per cui: 

- due solidi congruenti sono anche equivalenti; 

- somme o differenze di solidi congruenti sono equivalenti. 

Sulla base di quanto sopra, l’insieme di tutti i solidi si può ripartire in classi di equivalenza 
ognuna delle quali rappresenta una estensione ovvero solidi equivalenti hanno la stessa esten¬ 
sione e viceversa. 

Principio di Cavalieri: due solidi, che è possibile disporre su un unico piano, sono equiva¬ 
lenti se tutti i piani paralleli a detto piano tagliano i due solidi formando sezioni due a due 
equivalenti tra loro. 

Il principio di Cavalieri rappresenta una condizione solo sufficiente. 

Teorema: due prismi aventi altezze congruenti e basi equivalenti sono equivalenti. 

Per la dimostrazione basta considerare che ogni sezione del prisma parallela alla base è con¬ 
gruente e quindi equivalenti alla base stessa; per l’assioma di Cavalieri i due prismi sono equi¬ 
valenti. 

Il corollario del suddetto teorema si riferisce a un prisma e a un parallelepipedo. 

Teorema: due piramidi con altezze congruenti e basi equivalenti sono equivalenti. 


| EdiSES 


edises 



Sezione II - Matematica Capitolo 1G - Geometria dello spazio 


559 


v V" 



In fig. 19 due piramidi di altezza e basi equiva¬ 
lenti sono tagliate da un piano (3 parallelo al pia¬ 
no a delle basi, a distanza dal vertice h,. 
Sappiamo che nelle due piramidi valgono le re¬ 
lazioni: 

S’ : s’ = hj : hj e S” : s” = h? : h 2 2 
Per transitività tra le due relazioni 
S’ : s’ = S” : s” 
permutando i medi: 

S’ : S” = s’: s” 

dalla ipotesi S’ e S” sono equivalenti si ha l’e¬ 
quivalenza delle intersezioni s’e s”. 

Quanto sopra vale per ogni piano (3 e per il prin¬ 
cipio di Cavalieri risulta dimostrata l’equiva¬ 
lenza tra le due piramidi. 


10.8 SUPERFICI E SOLIDI DI ROTAZIONE 


10.8.1 Generalità 

Consideriamo un semipiano a di origine r (fig. 20) sul quale è 
tracciata una linea s; facciamo ora ruotare a intorno a r di un an¬ 
golo giro. Viene, in questo modo, a generarsi un insieme di pun¬ 
ti dello spazio che corrispondono ai punti di s nelle sue varie po¬ 
sizioni intorno a r; tale insieme è detto superficie di rotazione, s 
generatrice della superficie e r asse di rotazione. Ogni punto P 
di s descrive, su un piano perpendicolare all’asse di rotazione r, 
una circonferenza (parallelo) il cui centro C è sull’asse mentre 
qualsiasi semipiano di origine r intercetta sulla superficie una re¬ 
plica di s detta meridiano. Se a ruotare è una superficie S di a, 
l’insieme dei punti dello spazio occupati da S è detto solido di 
rotazione e ogni piano perpendicolare a r determina un cerchio 
il cui centro è sull’asse mentre ogni semipiano (3 di origine r de¬ 
termina una superficie S’ congruente con quella generatrice. 



10.8.2 Superficie cilindrica circolare indefinita 
La superficie cilindrica circolare indefinita è ottenu¬ 
ta attraverso la rotazione di una retta generatrice s in¬ 
torno a un asse r parallelo a s e a distanza R da que¬ 
sto; è definibile quindi come l’insieme di tutte le ret¬ 
te parallele are tutte distanti R da r stesso (fig. 21). 
L’unione del suddetto insieme e di quello dei punti 
interni è detto cilindro circolare indefinito. 
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10.8.3 Cilindro 

La figura ottenuta attraverso due piani a e (3 secanti perpendicolarmente l’asse r è detta cilin¬ 
dro circolare retto finito di raggio R. 

Il cilindro che ha diametro di base ed altezza congruenti è detto equilatero. Detta figura è ot¬ 
tenuta attraverso la rotazione di un rettangolo intorno ad un suo lato (asse e altezza del cilin¬ 
dro); l’altro lato descrive un cerchio e ne costituisce il raggio. 

Tutte le sezioni ottenute con piani paralleli alla base sono congruenti al cerchio di base. Una sezio¬ 
ne prodotta con un piano obliquo è una ellisse. In un cilindro equilatero una qualsiasi sezione assia¬ 
le risulta quadrata. 


10.8.4 Superficie conica circolare indefinita 

La superfìcie conica circolare indefinita è una superfìcie ottenuta dalla rotazione di una semiretta t 
avente origine in un punto V di r e formante con essa un angolo acuto y (fìg. 22). Possiamo allora 
definire detta superfìcie come Finsieme delle semirette aventi tutte la medesima origine in un pun¬ 
to dell’asse e formanti con esso un angolo acuto definito. L’unione del suddetto insieme e di quel¬ 
lo dei punti interni è detto cono circolare indefinito. 


ir 


10.8.5 Cono 

Un piano perpendicolare all’asse che interseca detta superfìcie s la divide in due parti di cui, 
quella che contiene l’origine V di t, individua una superficie conica definita di vertice Y (fìg. 
22). E un solido ottenibile per rotazione di un triangolo rettangolo VAB intorno ad un suo cate- 
i to VA che diviene asse e altezza del cono. L’altro cate¬ 

to (AB) descrive il cerchio di base e ne forma il rag¬ 
gio. L’ipotenusa del triangolo rettangolo VAB costitu¬ 
isce l’apotema del cono. Definiamo equilatero un cono 
che ha apotema e diametro congruenti. 

Se intersechiamo con un ulteriore piano parallelo alla 
base un cono, otteniamo due figure, una delle quali con¬ 
tiene il vertice ed è un ulteriore cono, l’altra è definita 
tronco di cono ed è compresa tra due cerchi paralleli. 
Detta figura è ottenibile per rotazione completa di un tra¬ 
pezio rettangolo intorno alla sua altezza. 



10.8.6 S UPERFICIE SFERICA 



Definiamo superficie sferica il luogo geometrico dei pun¬ 
ti dello spazio equidistanti r (raggio) da un punto C det¬ 
to centro. Una superfìcie sferica è ottenibile attraverso 
la rotazione completa intorno ad un asse a (che sarà gia¬ 
citura di un diametro) di una semicirconferenza genera¬ 
trice; un qualsiasi punto P di detta generatrice descrive, 
nella rotazione, una circonferenza di raggio r’ pari alla 
sua distanza dall’asse di rotazione (fìg. 23). 

Teorema: data una superfìcie sferica di raggio R, un piano a 
secante la sfera a distanza d < R dal centro O interseca la sfe¬ 
ra secondo una circonferenza di raggio r = BC il cui centro C 
è il piede della perpendicolare ad a passante per O (fìg. 24). 
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fig-24 


Sia C la proiezione di O (piede della perpendicolare ad a per O) su a. Consideriamo un pia¬ 
no (3 passante per OC che interseca la superficie sferica secondo una circonferenza c di cen¬ 
tro O avente il medesimo raggio R della superfìcie sferica. Il piano p interseca a secondo una 
retta la cui distanza da O è OC. Essendo OC < R, la retta e la circonferenza si intersecano in 
due punti (A e B) della superfìcie sferica, equidistanti da C. Detta distanza è la proiezione di 
OB = R su a ed è quindi costante; ciò comporta che il luogo descritto da B su a al ruotare di 
P è una circonferenza di centro C e raggio CB = r. 

Con riferimento alla fig. 24 vale la relazione: 

R 2 = d 2 + r 2 

Definiamo piano diametrale un piano che passa per il centro della superfìcie sferica; le in¬ 
tersezioni del piano diametrale sulla superfìcie sferica definiscono la circonferenza massima. 

Definiamo fuso sferico la parte di superficie sferica delimitata da un diedro il cui spigolo pas¬ 
sa per il centro della figura (diametro). 

Definiamo calotta sferica ognuna delle due parti di sfera individuate da un piano secante la superfi¬ 
cie sferica. La circonferenza descritta sul piano secante dalla intersezione è detta base della calotta. 

Definiamo zona sferica di altezza h la porzione di superficie sferica compresa tra due piani 
paralleli e distanti h tra loro e che intersecano la superficie sferica. 

10.8.7 La sfera 

Definiamo sfera il solido costituito dai punti di una superficie sferica e dai punti interni ad 
essa. E ottenibile per rotazione di un semicerchio intorno ad un suo diametro (asse di rotazio¬ 
ne) ed il suo centro è il centro della sfera. Tutti i punti del solido hanno una distanza dal cen¬ 
tro minore o uguale al raggio. 

Definiamo spicchio sferico la parte di sfera compresa tra un fuso ed il diedro che lo determi¬ 
na (fig. 25a). 
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Definiamo segmento sferico ognuna delle due parti di sfera individuate da un piano che la 
interseca; è delimitata da un cerchio (base) e da una calotta; è quindi un volume delimitato da 
due cerchi ed una zona (fig. 25b). 

Definiamo segmento sferico a due basi di altezza h la parte di sfera compresa tra due piani 
secanti e distanti h tra loro (fig. 25c). 



Definiamo settore sferico la parte di sfera generata dalla rotazio¬ 
ne di un settore circolare con vertice nel centro sfera ed asse di ro¬ 
tazione coincidente con un diametro della sfera che non lo attra¬ 
versa; è pertanto un volume delimitato da uno o due coni con ver¬ 
tice nel centro sfera e da una calotta o zona sferica rispettivamen¬ 
te (fig. 26). 


Teorema: una semisfera di raggio R è equivalente al solido ottenuto 
come differenza tra un cilindro e un cono coassiali aventi raggio di 
base ed altezza congruenti col raggio della semisfera. 



Per la dimostrazione utilizziamo il principio di Cavalieri; come mostrato in fig. 27, poniamo 
la semisfera ed il solido cilindrico su un piano a ed intersechiamo i due solidi con un generi¬ 
co piano (3 parallelo ad a a distanza d. 




fig-27 


E' 



La sezione di semisfera è una circonferenza di raggio r che per il teorema di Pitagora appli¬ 
cato al triangolo OCA: 

r, 2 = R 2 - d 2 
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l’estensione della circonferenza è: 

A c = tt(R 2 - d 2 ) 

Nell’altro solido la sezione è una corona circolare di raggi R ed r. Per determinare r consideriamo i 
triangoli O’C’B e O’D’E’ (isosceli per ipotesi) che risultano simili per il 1° criterio; pertanto: 

r : R = d : R 

da cui: r = d 

l’estensione della corona circolare quindi: 

A cc = tt(R 2 - d 2 ) 

Ovvero: A = A 

c cc 

c.v.d. le due sezioni sono equivalenti tra loro. 

Teorema di Archimede: la superficie di una sfera è equivalente alla superficie laterale del ci¬ 
lindro circoscritto (equilatero) ad essa. 

Legenda 

A, : Area di base 

b 

P. : Perimetro di base 

b 

C. : Circonferenza di base 

b 

Sp Superficie laterale 
S: Superficie totale 
V: Volume 



(segue) 
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(segue) 
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FORMULARIO DI GEOMETRIA SOLIDA 


RAPPRESENTAZIONE 


FORMULE 


Tronco di cono 



Sj = n • a • (r, + r 2 ) 
a 2 = h 2 + (Tj - r 2 ) 2 

V = - ■ 7t • (r 2 + r ■ r + r 2 ) 

g 'Il 2 2' 


Sfera 



S = 4 ■ ti • r 2 

ir 4h 3 
V = — • 7t ■ r J 


Calotta 
e segmento 
sferico 



^ = 2 • n • R • h 
r 2 = h 2 • (2 ■ R - h) 2 

V = — ■ ti ■ (3 • R - h) 
3 


Settore 

sferico 



Sj = ti ■ R • ( r + 2 • h) 

V = - ■ ti ■ R 2 • h 
3 


Zona 

e segmento 
sferico a due 
basi 



S, = 2 ■ 7t ■ R ■ h 

17 h (h 2 2 

V = — ■ ti ■ — + r, + r; 


Fuso e spicchio 
sferico 



7tr“ 

S. = — a 

i 90 = 


V = 


270° 


A/wedises 


EdiSES | 











































Capitolo 11 

Geometria analitica 


11.1 Coordinate cartesiane sulla retta 


11.1.1 Ascisse 

Data una retta x, per determinare ciascun suo punto mediante un numero reale, si fissano su 
di essa: 

I ) Un punto arbitrario O che viene detto origine. 

2) Un verso positivo (e pertanto il verso opposto è quello negativo); in tal modo la retta x vie¬ 
ne detta “orientata”. 

3) Un segmento unità di misura U, con cui la retta viene “graduata”. 

Poiché tra i punti della retta orientata e graduata e i numeri reali si può stabilire una corrisponden¬ 
za biunivoca, ad ogni punto P della retta viene associato un unico numero reale, detto ascissa di P, 
quello che ha il valore assoluto uguale alla misura del segmento OP rispetto ad U e il segno, posi¬ 
tivo o negativo, a seconda che il punto P segue o precede l’origine O nel verso positivo. 
Inversamente ad ogni numero reale dato corrisponde un unico punto della retta x, quello che 
ha per ascissa tale numero. 

II punto O (origine) ha, evidentemente, ascissa uguale a zero. 

S O P Q 

—f—t—KH—f—I— o —I—I——t—► 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 

-«-Verso negativo Origine Verso positivo -► 

11.1.2 Distanza tra due punti su una retta 

Dati sulla retta orientata e graduata x, detta asse, due punti P e Q, di ascisse rispettivamente 
x p e x , la loro distanza è la lunghezza d del segmento PQ, misurata rispetto a U ed espressa 
da un numero reale positivo. 

Se il punto P precede Q nel verso positivo (per cui P è il primo e Q il secondo, e quindi x q > 
x ) si ha in ogni caso d =x —x . 

La distanza tra due punti della retta orientata è uguale alla differenza fra l’ascissa del 
secondo e l’ascissa del primo punto. 

11.1.3 Punto medio di un segmento su una retta 

Dati due punti P e Q di ascisse rispettivamente x ex si vuole determinare l’ascissa x del 
punto medio M del segmento PQ. 
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O P M Q 

-o-o-o-o- 


2x = x + x e quindi x = 

m q p 1 m 


x p + x , 

2 


Poiché M è equidistante dagli estremi del segmento PQ 
e M segue P e precede Q, uguagliando le distanze fra 
P e M e M e Q, si ha: x - x = x - x ; da cui 

in p q m 7 


L’ascissa del punto medio di un segmento della retta x è uguale alla media aritmetica 
delle ascisse dei suoi estremi. 


11.2 Coordinate cartesiane nel piano 


11.2.1 Ascisse e ordinate 

Ciascun punto di una retta orientata e graduata viene individuato mediante un numero reale; 
ciascun punto di un piano può essere individuato mediante una coppia ordinata di numeri re¬ 
ali, facendo uso delle coordinate cartesiane , in particolare ortogonali. 


II quadrante 


I quadrante 


III quadrante 


Per introdurre tali coordinate si fissano nel piano dato: 

1) Una coppia di rette x e y, mutuamente perpen¬ 
dicolare ( assi ); 

2) su ciascun asse Vorigine nel punto O d’incon¬ 
tro con l’altro asse; 

3) su ciascun asse un verso positivo (così ogni 
asse è “orientato”); 

4) un segmento unità di misura U (ogni asse può 
venire graduata). 

In queste condizioni si dice che i due assi Ox e Oy 
formano un sistema di assi cartesiani ortogonali, 
fissato nel piano dato. 

Di ciascun punto qualunque M del piano Oxy la proiezione P su Ox avrà una certa ascissa a, 
la proiezione Q su Oy avrà una certa ordinata b. 

Poiché ad ogni punto M corrispondono le sue due proiezioni P e Q sugli assi, e a queste i nu¬ 
meri reali a e b rispettivamente ascissa e ordinata, si può associare a M tali numeri: pertanto 
ad ogni punto del piano corrisponde una coppia ordinata di numeri reali che formano le co¬ 
ordinate del punto M. 

Si scrive: 

M ( a ; b) 



IV quadrante 


Inversamente: ad ogni coppia ordinata di numeri reali corrisponde uno e un solo punto del 
piano, perché essa determina il punto P dell’asse Ox (di ascissa a) e il punto Q dell’asse Oy 
(di ordinata b) e con essi risulta in modo unico il punto M d’incontro delle perpendicolari in 
P a Ox e in Q a Ov. 

In conclusione : fissato in un piano un sistema di assi cartesiani ortogonali, si stabilisce una 
corrispondenza biunivoca tra i punti del piano e le coppie ordinate di numeri reali. 
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I due assi Ox e Oy vengono chiamati rispettivamente asse delle ascisse , o asse delle x, e asse 
delle ordinate , o asse delle y. Essi dividono il piano Oxy in quattro regioni angolari dette qua¬ 
dranti, distinguibili in I quadrante (quello che ha per lati i semiassi positivi Ox e Oy), II, III, 
e IV quadrante procedendo nel verso antiorario (vedi figura precedente). 

I punti del I quadrante hanno coordinate entrambe positive. 

I punti del II quadrante hanno ascissa negativa e ordinata positiva. 

I punti del III quadrante hanno coordinate entrambe negative. 

I punti del IV quadrante hanno ascissa positiva e ordinata negativa. 

Ogni punto dell’asse x ha ordinata zero; ogni punto dell’asse y ha ascisse zero. L’origine O 
ha entrambe le coordinate uguali a zero, cioè O (0; 0). 

I punti appartenenti ad una parallela all'asse x hanno ordinate uguali; i punti appartenenti ad 
una parallela all’asse y hanno ascisse uguali. 


11.2.2 Distanza fra due punti nel piano 

Dati due punti A(x a ; y A ) e B(x b ; y B ) si vuole determinare la loro distanza d, cioè la lunghezza 
del segmento AB, misurata rispetto ad U, dal numero de R + ed espressa mediante le coordi¬ 
nate dei 2 punti. 

Conviene distinguere i seguenti casi: 

1 ) I punti A e B sono sull’ asse delle x o su una parallela all’ as- y 

se delle x. 

In tal caso si ha evidentemente: 


d = x B -x A 


La d è uguale alla differenza delle ascisse dei punti. 



2) I punti A e B sono sull’ asse delle y o su una parallela all’ as¬ 
se delle y. 

In tal caso si ha: 

d =y B -ys 

La d è uguale alla differenza delle ordinate dei punti. 



-ÓA 


3) 1 punti A e B sono situati in modo qualunque. Condotta 
da A la parallela all’asse Ox e da B la parallela all’asse 
Oy, se C è il solo punto d’incontro, dal triangolo rettan¬ 
golo ABC si ha: AB 2 = AC 2 + CB 2 
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Poiché A e C sono su una parallela all’asse delle y, per il I e il II caso si ha: 


AB = (x c - x A ) 2 + Cy B - y c ) 2 


Inoltre, avendo B e C la stessa ascissa (* c = jc b ), A e C la stessa ordinata (y t =y A ) indicando con 
d la distanza AB , risulta 


d 1 ={x h -x K f+{_ V B -v A ) 2 



da cui: 


La distanza tra due punti è uguale alla radice quadrata della somma dei quadrati delle 
differenze tra le coordinate omonime. 

La formula della distanza nel III caso evidentemente include le altre due, relative ai primi due 
casi. In particolare, se un punto è l’origine O e l’altro è M (x M ; y M ) si ha: 



espressione della distanza di un dato punto M dall’origine O. 

11.2.3 Punto medio di un segmento nel piano 

Dati 2 punti A(x a ; v A ) e B(.r B ; y B ), si vuol determinare il punto medio M del segmento AB che 
ha per estremi A e B, esprimendone le coordinate mediante quelle di A e di B. Proiettando i 
tre punti A, B ed M prima sull’asse Ox e poi sull’asse Ov. dopo aver osservato che la proie¬ 
zione di M è il punto medio del segmento i cui estremi sono le proiezioni di A e B, si giunge 
alla conclusione: 


■*A+*B 

2 



Le coordinate del punto medio di un segmento sono le medie aritmetiche delle coordi¬ 
nate omonime degli estremi. 


Se AM = MB si deduce che A’M’ = M’ B’ (per il teorema di 
Talete) se A, M, B e A’, M', B’ hanno le stesse ascisse, allora 


B 



*a + -*s 

2 


O 


Stesso procedimento per calcolare l’ordinata y M del punto M. 
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11.2.4 Trasformazione di coordinate (traslazione degli assi) 

Dato in un piano un sistema di assi cartesiani ortogonali O r e Ov, rispetto ai quali le coordi¬ 
nate di un punto qualunque M del piano sono x M e >’ M , si può talvolta presentare la convenien¬ 
za di determinare le coordinate dello stesso punto M rispetto ad un nuovo sistema (TX eOT 
del medesimo piano. 

L’operazione con cui si passa da (x M ; y M ) a (X M ; V ) si chiama 
trasformazione di coordinate. 

La più semplice trasformazione è la traslazione degli assi. 

I nuovi assi O’X eOT sono paralleli e orientati concordemen¬ 
te agli assi Oa e Ov rispettivamente (vedi figura). 

In questo caso basta conoscere le coordinate x , e y , della nuo¬ 
va origine O’ rispetto al sistema primitivo Oxy per determina¬ 
re le nuove coordinate .v e y M del punto dato M (X ; y ). 

Infatti se si proietta il punto M in P e Q sugli assi Oa e Ov e 
in P’ e Q’ sui nuovi assi O’x e O’y e se si proietta la nuova ori¬ 
gine O’ su O.v e Ov rispettivamente in H e K, si ha: 


- 6 .-- 




yo' 


Y. 


*o- 


M 
■ -9 


Xm 


x M 


X 


O P =HP=OP-OH cioè 


0'Q'=KQ=OQ-OK cioè 


— X M X 0’ 

y& 


Dalle formule di trasformazione trovate è facile ricavare quelle per il passaggio inverso, rica¬ 
vando x., e y„ mediante X., e Y ... 

M •'M M M 


11.3 Equazione della retta: funzione lineare 


11.3.1 La funzione lineare 
Si chiama funzione lineare la funzione 


di equazione 


f : x —> mx + q 


y - mx + q 

Il dominio di questa funzione è l’insieme R; m e q sono dei numeri assegnati. 

Il grafico della funzione lineare è una retta, il coefficiente m è detto coefficiente angolare 
(indica la pendenza delle retta) e q ordinata all’origine. 



| EdiSES 


edises 


















Sezione II - Matematica Capitolo 11 - Geometria analitica 


571 


^ Tracciare il grafico della retta r di equazione 

y = 2x + 5 

Per rappresentare il grafico di una retta di solito si ricorre a una tabella. 





-2 

1 

0 

5 

2 

9 


11.3.2 Equazione esplicita: y = mx + q 

Data una retta in un piano cartesiano O xy, si vuole trovare la sua equazione, cioè determina¬ 
re il tipo generale di funzione/il cui grafico è una retta. Si distinguono 2 casi. 

I caso: la retta passa per l’origine 

Ogni retta passante per l’origine O e che non coincide con uno degli assi è il grafico di una 
funzione della forma 

y = nix 

in cui m è una costante reale (m e R 0 ) il cui valore, diverso da retta a retta, dipende dalla ret¬ 
ta considerata. 

Dimostrazione: sia r una data retta passante per O e si sup¬ 
ponga che r attraversi il I o 111 quadrante (coordinate entram¬ 
be positive, o negative). 

Siano Mj (x t ; j^), M 2 (x 2 ; y 2 ), M 3 (x 3 ; j 3 ), ... alcuni punti di r e 
siano P , P,, P ... le rispettive proiezioni sull’asse Ox. 

Poiché tutti i punti della retta r sono allineati con O, i triango¬ 
li rettangoli OPjMj, OP,M,, OP 3 M 3 , ecc., sono simili e pertan¬ 
to i loro cateti omologhi sono tra loro proporzionali: 

H = s; _ w; _ 

OP, OP 2 OP 3 

È dunque costante il rapporto fra i cateti, che sono misurati dalle ordinate e dalle ascisse dei 
punti della retta r. Indicando con m e R 0 + tale rapporto costante si ha: 



Zl = Zi = Zi 


... = m 
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Allora per M(x; v) e r si può scrivere v/a = m ossia y = mx che è l’equazione cercata della fun¬ 
zione che ha per grafico la retta r. 

Inversamente, si dimostra che ogni funzione espressa da una equazione con la forma 

y = mx con dominio R 

nella quale m appartenente R 0 ha per grafico una retta passante per l’origine O, che coincide 
con Ox quando m = 0. In ciascuna di tali rette, essendo costante il rapporto m fra l’ordinata e 
l’ascissa dei suoi punti, l’ordinata di ogni suo punto si ottiene moltiplicando per m l’ascissa. 
Pertanto si può affermare che ogni retta per l’origine è il luogo geometrico dei punti del pia¬ 
no che hanno le ordinate proporzionali alle rispettive ascisse. La costante m, che ha un valo¬ 
re reale diverso da retta a retta, viene chiamato coefficiente angolare (o parametro angolare, 
o pendenza) di ciascuna retta di equazione y = mx. Per dare a m un significato interpretabile 
graficamente, nella equazione y = mx si pone x = 1 e risulta y = m ■ 1 = m, cioè il punto A del¬ 
la retta che ha ascissa 1 e ordinata uguale a m, cioè A (1; m). 

Quindi: 

Il coefficiente angolare m di una retta passante per l’origine rappresenta l’ordinata del pun¬ 
to di ascissa 1, appartenente alla retta stessa. 

Se ni > 0 forma un angolo acuto con Ox; 
se m < 0 forma un angolo ottuso con Ox. 

NOTA. Il vero significato di m richiede la conoscenza della trigonometria; si dimostra, infatti, che 
m = tga in cui a è l’angolo che la retta di equazione a = mx forma col semiasse positivo delle ascisse. 


Le equazioni delle rette che passano per O e che coincidono con gli assi cartesiani sono 

y = 0 x = 0 

(equazione asse Ox) (equazione asse Oy) 

delle ascisse delle ordinate 

Le rette perpendicolari, luogo dei punti tali che lyl = bel, si dicono bisettrici dei quadranti: la 
bisettrice del I e III quadrante si dice prima bisettrice, quella del II e IV si dice seconda biset¬ 
trice. 

Le rispettive equazioni sono: 


y—x y=—x 

(prima bisettrice) (seconda bisettrice) 

II caso: la retta non passa per l’origine 

Ogni retta non passante per O e non parallela agli assi è il grafico di una funzione che ha forma 
y = mx + q Equazione esplicita 

con dominio R, in cui le costanti m, q, appartenenti a R, hanno valori che dipendono rispetti¬ 
vamente dalla inclinazione della retta rispetto a Ox e dalla sua intersezione con l’asse Oy. 


| EdiSES 


edises 




Sezione II - Matematica Capitolo 11 - Geometria analitica 573 

Dimostrazione: data una retta s non passante per O e che interseca O y nel punto Q (0, q). 
Sia r la retta parallela a .s passante per O e y = nix l’equazione 
di r. 

Se M ( x , y) è un punto qualunque di ,v e N il punto di r che ha 
la stessa ascissa di M, poiché NM = OQ = q si ha q = v N + q. 

Essendo Ne r e y N = mx N = mx e pertanto y = nix + qb l’equazio¬ 
ne con cui si calcola l’ordinata di ogni punto M appartenente a s 
conoscendone l’ascissa x: essa, dunque, è l’equazione di .v. 

Inversamente, si dimostra che ogni funzione espressa da una 
equazione che ha la forma 

y = mx + q con dominio R 

in cui m, q e R, ha per grafico una retta non passante per l’origine, che interseca l’asse O y 
nel punto Q (0; q) ed è parallela alla retta y = mx. 

Nella equazione y = mx + q il coefficiente m della x esprime ancora il coefficiente angolare 
della retta data e rappresenta l’ordinata del punto di ascissa 1 della retta per l’origine, paral¬ 
lela alla retta data. 

Il coefficiente q si dice ordinata all’origine della retta data 

se m > 0 a è acuto 
se m < 0 a è ottuso 

fa = angolo che la retta forma con il semiasse positivo delle ascisse). 

Ogni retta parallela all’asse Ox è il luogo geometrico dei punti che hanno ordinata costante 
ed ha equazione y = q. 

Ogni retta, invece, parallela all’asse Oy è il luogo geometrico dei punti che hanno ascissa co¬ 
stante, la cui equazione è x = p. 
q e p sono le intersezioni delle rette con gli assi. 

11.3.3 Distanza di un punto da una retta 
Consideriamo, come rappresentato nella figura a lato, una retta 
di equazione y = mx + q ed un punto P (x 0 ; y (| ) non appartenen¬ 
te ad essa. La distanza d, del punto dalla retta, è rappresentata 
in figura dal segmento PH perpendicolare alla retta data. I due 
triangoli PHA ed ABD sono rettangoli e simili tra loro per il 1° 
principio, pertanto potremo scrivere la seguente proporzione: 

PH : PA = BD : DA (1) 

dove i punti hanno le seguenti coordinate: 

A(y 0 ; mx Q + q) 

B(x 0 ; 0) 

D(—<gr/m; 0) 

ed i segmenti le seguenti lunghezze: 

PA = | y Q - (mx 0 + q) \ 

DB = | -qhn - x Q \ 

DA = | -qhn - x Q \ ■ V1 + m 2 
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NOTA. Dalle coordinate di D ed A avremo, per le formule della distanza tra due punti: 



Con le premesse fatte la (1) diviene allora: 

d : | y 0 - (mx Q + q) \ - \ -q/m -x 0 \: \ -q/m - x Q | V 1 + m 2 
con semplici passaggi otteniamo per d la seguente espressione: 

, \y 0 -{ mx o+<i)\ 

d= - / 2 

VI + m 

La (2), utilizzando l’equazione implicita per le rette, si trasforma come segue: 


| ax 0 + by 0 + c 

\la 2 + b 2 


( 2 ) 


11.3.4 Rette per un punto dato 

Dato un punto A(a a , y ), l’equazione della retta che ha un dato coefficiente angolare m e che 
passa per A si dimostra che è 

y-y A = m (x~ x A ) 


Dimostrazione: Si consideri una retta qualunque y = mx + q; se tale retta passa per il punto 
A (x A , y A ) per la condizione di appartenenza si deve avere 

y A =mx A +q 

Da queste equazioni, eliminando q (per esempio con la sottrazione membro a membro), si de¬ 
duce 

y-y A = mx - mx A da cui v - = m(x - x A ) c.v.d. 

^ Trovare l’equazione della retta passante per A (2; 5) e di coefficiente angolare uguale a 3. 
y - 5 = 3(x - 2) => j = 3x — 1 oppure y - 3x + 1 = 0 


11.3.5 Retta per due punti dati 

Dati due punti A(x a , v A ) e B(a' b , y ) è individuata la retta alla quale essi appartengono. 

Se a a *■ A [t e y A ^ v f! (cioè escludendo le rette parallele ad Ox e a Oy), l’equazione della retta AB è 

T-Ta = *-*A 

Jb-Ta ^B-^A 
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Dimostrazione: Si tratta di determinare, fra le infinite rette del fascio di centro A, quale è la 
retta alla quale appartiene anche il punto B. 

Il fascio di rette passanti per A(x a ; v A ) è espresso dalla equazione: 


y- y A = m(x - x A ) 


Se a una delle rette del fascio appartiene anche B deve essere verificata la condizione di ap¬ 
partenenza e pertanto dev’essere: 


~ ty A = m ( x B ~ X A ) 

Quest’ultima uguaglianza permette di trovare il coefficiente angolare incognito m della retta AB. 
Allora eliminando m tra le 2 equazioni (per esempio dividendo membro e membro), si deduce 

y-y A _ *-* A 

c.v.d. 

Jb-Jà *b-* A 

Se dati i due punti A e B si vuole conoscere solo il coefficiente angolare m della retta passan¬ 
te per i due punti, basta ricavare m dalla precedente equazione, tenendo presente che m è il 
coefficiente della variabile x. 

... _ >' B - y A 

m =- 

*B-* A 

^ Determinare l’equazione della retta passante per A (2; - 4) e B (3; 1 ). 

y —(—4) x — 2 
1-(-4) ~~ 3-2 


da cui 


y + 4 
5 


jc-2 

1 


, cioè y + 4 — 


5x - 10, ossia y = 5x- 14. 
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11.3.6 Fasci di rette 

Nella equazione esplicita della retta passante per un punto dato abbiamo visto che l’equazio¬ 
ne stessa presenta un parametro (il coefficiente angolare); ciò costituisce un esempio di fun¬ 
zione parametrica (di primo grado) dipendente da un parametro variabile che determina l’in¬ 
clinazione della retta stessa. Detta funzione è denominata fascio proprio di rette e rappresen¬ 
ta, al variare di “m”, le infinite rette del piano che si intersecano in uno stesso punto detto cen¬ 
tro del fascio P(x.; y 0 ). 

y-y 0 = m(x-x 0 ) 


Possiamo distinguere due casi: 

a) il parametro figura anche a coefficiente della x e sempre con lo stesso grado; 

b) il parametro figura solo nel termine noto e sempre con lo stesso grado. 

Il primo caso individua fasci propri di rette, ovvero rette che hanno un punto in comune, ad 
esempio: 


y - 1 = m (x + 2) esplicitando la y: y = mx + 2m + 1 

L’equazione rappresenta rette passanti per il punto P(-2; 1). 

Il secondo caso individua rette parallele tra loro ed è detto fascio di rette improprio, ad esempio: 

y = 2x + k - 1 

rappresenta rette tutte parallele a quella passante per Porigine (retta base) di equazione: 


y — 2x 


ottenibile dalla equazione generale per k = 1. 

È opportuno osservare che attraverso l’equazione esplicita delle rette non si riesce a rappre¬ 
sentare tutte le rette del fascio perché quella parallela all’asse y comporterebbe un valore del 
parametro m tendente ad infinito. La rappresentazione di tutte le rette del fascio è quella im¬ 
plicita che per un centro fascio P(x 0 ; y ) è: 

a(x - * 0 ) + b(y - v 0 ) = 0 

nella suddetta relazione la retta verticale è ottenibile per b = 0. 

^ Studiare il fascio descritto da: 2 kx - 2y - 6k + 4 = 0 (*) 

Esplicitando: y = kx -3 k + 2 
Raccogliendo: y — 2 = k(x - 3) 

Il centro fascio è il punto P(3; 2); lo stesso risultato lo avremmo ottenuto imponendo 
due qualsiasi valori di k nella (*) ed individuando così due rette tra quelle del fascio, 
come: 

per k — 0; y - 2 
per k — l;y = x- 1 
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il sistema tra le suddette rette ha come soluzione P(3; 2). 

^ Studiare il fascio di rette descritto da: y = -2x + k -1 

Il parametro non interessa il coefficiente angolare quindi siamo di fronte ad un fascio 
improprio di rette. La retta base la otteniamo per q - 0 ovvero k- I : v = -2x. Le altre 
rette, al variare di k, sono tutte parallele a quella base. 

Per concludere, è possibile dimostrare che una qualsiasi combinazione lineare attraverso due 
parametri A,e(j mai contemporaneamente nulli (oppure un parametro k = p/ X se X *0) di due 
equazioni di rette descrive un fascio di rette. 

V- x + y— 1=0 
2x - 2y + 3 = 0 

Per il fascio avremo: ^,(x + y - 1) + p (2x - 2y + 3) = 0 ovvero: (X + 2 p)x + (X - 2p)y - 
X + 3p = 0. 

Dividendo per X * 0 e ponendo k = p/ /, 

(1 + 2k)x + (1 - 2k)y -1 + 3A: = 0 

11.4 Equazione cartesiana (o generale) 

Ogni retta del piano xOy è il grafico di una funzione di I grado rispetto alle variabili xey, con 
dominio e codominio il campo R dei numeri reali. 

La forma di tali funzioni che hanno per grafici delle rette è una delle seguenti: 


y = mx + q 
(retta qualunque) 
x = p 

(parallela a Ov) 


y = mx 


(retta per O) 
y = q 

(parallela a Ox) 


L’equazione di ogni retta del piano xOy si può ottenere da una funzione implicita generale 
F(x, y) = 0, in cui il primo membro è un trinomio di I grado rispetto alle variabili xey (equa¬ 
zione lineare) 


ax + by + c = o Equazione cartesiana o generale della retta 


Da questa forma si passa a quella esplicita y = mx + q ricavando la variabile y. Si ottiene 


a c 



in cui basta porre 


a 


c 


= q per ritrovare la precedente equazione generica. 


= m e 


b 


b 


edises 


EdiSES | 




578 Parte Quarta La prova orale di Matematica 

11.5 Condizioni di parallelismo e perpendicolarità tra rette 


11.5.1 Equazione di rette parallele 

Date due rette r } e r 2 che rappresentano graficamente le due funzioni 

y = mjc + q l y = m 2 x + q 2 

se r l e r 2 sono parallele tra loro, le loro equazioni si deducono da quella y = nix di una retta 
passante per l’origine, della quale assumono il coefficiente angolare m. 

Pertanto m = m v m = in y quindi m ì = m r 

Inversamente, se nelle equazioni di due rette date sono uguali tra loro i coefficienti angolari 
m l e m 2 , le due rette, essendo parallele ad una stessa retta passante per l’origine, sono paral¬ 
lele tra loro. 

Condizione necessaria e sufficiente affinché due rette siano tra loro parallele è che siano ugua¬ 
li fra loro i rispettivi coefficienti angolari. 

Al contrario due rette i cui coefficienti angolari sono differenti, non sono parallele fra loro, 
ma hanno un punto in comune. 

11.5.2 Equazioni di rette perpendicolari 

Date due rette che rappresentano graficamente le funzioni: 

y = mpc + q j y = mpc + q 2 

se le due rette sono perpendicolari, anche le rette parallele ad esse passanti per O di equazio¬ 
ne y = m^x e y = m 2 x sono perpendicolari tra loro: ciò significa che per le rette perpendicola¬ 
ri esiste una relazione tra i soli coefficienti angolari m ] e m 2 . Si dimostra che tale relazione è 
m ì ■ m 2 = - 1 cioè 


1 1 

m, =-oppure m ì = - 

Inversamente, se nelle equazioni di due rette il coefficiente angolare di una è uguale all’op¬ 
posto del reciproco del coefficiente angolare dell’altra, le due rette sono perpendicolari. 

Dimostrazione: Per quanto è stato detto basterà riferirsi alle due rette passanti per l’origine 
di equazione y = mpc e y = m 2 x, parallele alle date. 

Se tali rette sono perpendicolari tra loro, è evidente che mentre una di esse forma un angolo 
acuto a col semiasse positivo delle x, l’altra ne forma uno ottuso e pertanto i coefficienti m 
e m 2 sono l’uno positivo e l’altro negativo. 

Dunque i coefficienti angolari di due rette perpendicolari sono numeri reali discordi. 

I punti A ( 1 ; mf) e A 2 ( 1 ; mj delle due rette formano con O un triangolo rettangolo OA A, la 
cui altezza OH relativa all’ipotcnusa A, A, ha lunghezza 1. 

Applicando il II teorema di Euclide si ha: AjH • A,H=OH~ essendo: 


AjH = ImJ e A,H = lm 2 l e OH = 1 


si ha I ni ■ m 2 1 = 1. 
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poiché il segno di tale prodotto è negativo (fattori discordi) si ha 

( m i ' "O = “ 1 

Condizione necessaria e sufficiente affinché due rette siano perpendicolari l’una all’altra è che 
il coefficiente angolare di una sia uguale all’opposto del reciproco del coefficiente angolare 
dell’altra. 


^ Data la retta di equazione 3x - 5 v -2 = 0 determinare l’equazione della retta perpendi¬ 
colare condotta per il punto M(- 6; 1 ). 

3 5 

11 coefficiente angolare della retta data è — , quello della retta perpendicolare sarà — , 


y-i 


— (x + 6) 
3 


da cui 


5x + 3y + 27 = 0 


11.5.3 Intersezione tra rette 

Dalla geometria euclidea sappiamo che due rette si dicono incidenti quando hanno un punto 
in comune. Nel piano cartesiano, ciò significa che esiste un solo punto le cui coordinate sod¬ 
disfano la condizione di appartenenza nelle equazioni che rappresentano le rette di cui sopra. 
Il sistema algebrico composto dalle due equazioni ammette una soluzione unica, che rappre¬ 
senta proprio il punto di intersezione delle due rette. 

Siano r e r. : le rette le cui equazioni sono messe a sistema come di seguito descritto: 
r ì : fljX + b{y = q 
r 2 : a 2 x + b 2 y = c 2 


Attraverso uno qualsiasi dei metodi risolutivi dei sistemi di primo grado in due incognite si 
perviene alla equazione risolvente. 

Considerando, ad esempio, il metodo per confronto, avremo dalla prima equazione e dalla se¬ 
conda rispettivamente: 


3“ _ 

1 ^ 

JT 

II 

e 

y = 

l 

0" 

II 

e 

X = 


c, 


b 2 

c 2 —b 2 y 


Per transitività possiamo uguagliare le due espressioni ottenendo una equazione in x (dalle 
prime due) e una in y (dalle seconde due) che, risolte, forniscono le soluzioni del sistema e 
che rappresentano le coordinate x e y del punto, se esiste, comune alle due rette, ovvero: 


b 2 c i -b ì c 2 

2 — ^ 2^1 


e 


fljC2 $2^1 
a t b 2 — a,(?j 


Se il denominatore delle due equazioni appena ottenute si annulla, il sistema è impossibile ; 
questo avviene quando le due rette sono parallele tra loro e afe - a 2 b 1 = 0 rappresenta pro¬ 
prio la condizione di parallelismo tra r er,. 

Se oltre ad annullarsi il denominatore si annullano anche i numeratori (P annullamento di uno 
comporta sempre l’annullamento dell’altro) siamo in presenza della proporzionalità tra tutti 
i coefficienti delle due equazioni, ovvero: 
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flj : a 2 = b ì \ b 2 = c l : c 2 

In questo caso, il sistema risulta indeterminato', le due equazioni rappresentano la stessa ret¬ 
ta e le soluzioni sono infinite perché sono infiniti i punti comuni alle due rette. 


11.6 Luoghi geometrici nel piano cartesiano 


Asse di un segmento 

L’asse di un segmento è il luogo dei punti equidistanti 
dai suoi estremi. 

Siano A (x A ; y A ) e B(x b ; y B ) gli estremi di un segmento e 
P(x\ y) un punto generico del piano cartesiano; tale pun¬ 
to apparterrà all’asse del segmento se e solo se: 

PÀ = PB->PÀ 2 =PB 2 
cioè 

(x-x A y +(y-y A y ={ x ~ x B y +{y-y B f 

che sviluppata e ridotta ci darà l’equazione cercata. 



Bisettrice di un angolo 

La bisettrice di un angolo è il luogo dei pun¬ 
ti equidistanti dalle rette dei suoi lati. 
Consideriamo due rette res di equazioni ri¬ 
spettivamente 

ax + by + c = 0 e a'x + b'y + c' — 0 

un generico punto P(x\ y) apparterrà a una del¬ 
le due bisettrici degli angoli formati dalle due 
rette, se e solo se 

PH = PK 

Applicando la formula della distanza tra un 
punto e una retta, si ha 



- \ax + by+c\ 

PH = - 1 


V a 2 +b 2 


I / , / / . /I 

— \a x + b y + c 
PK = ' 7 1 


I ^2 ! ì/. 

\la + b 


Uguagliando le due relazioni si ottengono le equazioni cercate 


ax + by + c a'x + b'y + c' 

\la 2 +b 2 Va' 2 +b' 2 
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11.7 Le coniche 


Abbiamo studiato la curva più semplice che si può avere nel piano, la retta, che viene indica¬ 
ta anche come curva del I ordine o funzione lineare in quanto essa, algebricamente, è rappre¬ 
sentata da un’equazione di I grado. 

Adesso passeremo a delle curve del piano che, analiticamente, sono rappresentabili per mez¬ 
zo di equazioni algebriche di II grado. 

Tali curve, al fine di poter essere definite, richiedono l’analisi di una superficie spaziale par¬ 
ticolare. Poniamoci pertanto in un riferimento spaziale, quindi in R 3 , siano a ed r due rette di 
R 3 , che si intersecano in un punto V, formando un angolo acuto a. 

Si definisce superficie conica, la superficie individuata dalla rotazione completa della retta r 
intorno alla retta a. 

La retta a si definisce asse della superficie conica, la retta r generatrice mentre l’angolo a 
apertura della superficie conica. 

La superficie conica individuata sarà costituita da due parti, una superiore al vertice V, ed una 
inferiore, denominate falde. 

Tornando adesso nel piano (quindi in R 2 ), si definiscono coniche le tracce che la superficie 
conica lascia intersecandosi con un piano generico. 

In particolare avremo 4 tipi fondamentali di coniche in funzione del tipo di intersezione pia¬ 
no/conica: 

1 ) Circonferenza - Il piano secante è ortogonale all’asse a della superficie conica. 

2) Ellisse -// piano secante forma con l’asse a della superficie conica un angolo |3>o. e (3* 90°. 

3) Parabola - Il piano secante è parallelo alla generatrice r della superficie conica. In tal 
caso il piano taglia la superficie conica in una sola falda (quella superiore o quella infe¬ 
riore). 

4) Iperbole - Il piano secante è parallelo all’asse a della superficie conica. L’iperbole è co¬ 
stituita da due parti uguali ed opposte, ciascuna relativa ad ogni falda. 




Iperbole 


Prima di passare all’esame delle singole coniche, chiudiamo il seguente paragrafo facendo 
presente che esistono anche le coniche degeneri, ossia delle particolari coniche che si for¬ 
mano quando l’intersezione piano/superficie conica avviene nel vertice V della superficie 
conica. 
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Abbiamo allora che: 

- La circonferenza degenera in un punto quando il piano passa per il vertice V della super¬ 
ficie conica', 

- L’ellisse idem come per la circonferenza', 

- La parabola degenera in due rette coincidenti quando il piano passa per il vertice V del¬ 
la superficie conica; 

- L’iperbole degenera in due rette incidenti se il piano passa per il vertice V. 

Luoghi geometrici 

Le coniche che vedremo adesso sono dei luoghi geometrici, cioè insiemi di tutti e soli punti 
che godono di una stessa proprietà che li definisce. 


11.8 Circonferenza (equazione cartesiana e canonica) 


Definizione: si definisce circonferenza il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti 
da un punto fisso detto centro. 


Posto allora C(a, (3) il centro della circonferenza T, sia P(x,y) 
un punto generico della circonferenza stessa. 

La distanza r del centro C dalla circonferenza si chiama rag¬ 
gio. 

In base a quanto affermato risulta che: 

P(x,y) e r => PC = r => PC 2 = r 2 

e, ricordando la formula per calcolare la distanza tra due pun¬ 
ti, si ottiene: 



PC’ =(x-af +(y-fi) 2 = r 2 


Equazione cartesiana della circonferenza 


In particolare se il centro C è nell’origine O degli assi, l’equazione diventa: 

x 2 + y 1 - r 2 Equazione della circonferenza con centro nell’origine 

Consideriamo la (*) e svolgiamo le operazioni algebriche: 

x 2 + a 2 - 2xa + y 2 + (3 2 - 2y(3 = f 
effettuiamo le seguenti sostituzioni 


(*) 


-2a = a 

-2(3 = b 
a 2 + (3 2 - r 2 - c 
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otteniamo infine: 

x 2 + y 2 + ax + bx + c = 0 Equazione normale o canonica della circonferenza (**) 


ATTENZIONE. Non è detto che questa equazione rappresenti sempre una circonferenza. 


La (**) rappresenta una circonferenza solo se risulta: 


2 l2 

ab 

— +-c > 0 

4 4 


Dimostrazione 

Consideriamo la (**): x 2 + y 1 + ax + by = - c. 

a 2 b 2 

Aggiungiamo ad ambo i membri —, — : 

2 1.2 2 ,2 

, a , , b a b 

x + ax + — + y + by -\ -= — h -- c 

4 4 4 4 

tenendo conto che al primo membro abbiamo due quadrati di binomi possiamo scrivere: 


7 \2 2 /2 
b \ a b 


x + — + y + — = — +- c 

2 2 4 4 


„ , a n b , a 2 b 2 

Ponendo a = — ep= — e r~ =-1-c>(J,si ottiene 

2 2 4 4 

(x-af+(y-p) 2 =r 2 

che è l’equazione cartesiana (*) di una circonferenza. 


In conclusione, se l’equazione di 2° grado (**) rappresenta l’equazione canonica di una cir¬ 
conferenza dovrà aversi: 

1) Centro c(- — 

{ 2 2 


la 2 b 2 

2) Raggio r = \l^7 + y _c 


Casi particolari di circonferenza in funzione dei coefficienti a, b e c 

In funzione dei valori assunti dai coefficienti a, b e c nell’equazione (**) possiamo avere cir¬ 
conferenze con particolari caratteristiche: 

Caso 1 

c - 0 => la circonferenza passa per l’origine degli assi => xr + y 2 + ax + by = 0. 
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Caso 2 

a = 0 => la circonferenza ha il centro su il'asse y => x 2 + y 2 + by + c = 0. 

Caso 3 

b = 0 => la circonferenza ha il centro su il'asse x =$ x 2 + y 1 + ax + c = 0. 

Caso 4 

a - b = 0 => la circonferenza con il centro neH’origine degli assi => x 2 + y 2 + c - 
Caso 5 

a - c = 0 => la circonferenza tangente all’asse x e centro sull’asse y => x 2 + y 2 + 

Caso 6 

b — c = 0 => la circonferenza tangente all’asse v e centro sull’asse x => x 2 + y 2 + 
Di seguito sono rappresentati i sei casi graficamente: 
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11.8.1 Fascio di circonferenze 

Consideriamo due circonferenze non concentriche di equazioni 

a: x 2 + y 2 + ax + |3y + y = 0 b: x 2 + y 2 + a^r + pjV + y = 0 

e l’equazione del loro asse radicale (retta a cui appartengono gli eventuali punti di interse¬ 
zione delle due circonferenze) 


r: (a-cg* + (p-p^y + y-y l = 0 

Scriviamo una combinazione lineare delle equazioni a e b, con k parametro reale 
x 2 + y 2 + ax + Py + y + k(x 2 + y 2 + a { x + P t y + yj = 0 
Riscriviamo l’equazione precedente nella forma 

(1 + k)x 2 + (1 + k)y 2 + (a + ka^x + (p + P t )y + y - ky = 0 
che nell’ipotesi k*— 1 può a sua volta essere scritta 


2 2 a + ka. P + k/3, y+ky, n 

x +y + - -x+- - —y + ——— = 0 


1 + k 


1 +k 


1 + k 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


che rappresenta l’equazione del fascio di circonferenze generato dalle circonferenze a e b. 
Al variare di k, nell’ipotesi fatta, questa equazione è l’equazione di infinite circonferenze. 
Per k - 1 la (1) dà l’equazione di a (prima generatrice), per k = -1 otteniamo l’equazione 
dell’asse radicale r (circonferenza del fascio che è degenere e ha raggio infinito) mentre b (se¬ 
conda generatrice) non può essere ottenuta per alcun valore di k. Considerando gli altri va¬ 
lori di k si può facilmente verificare che i centri delle circonferenze del fascio appartengono 
tutti ad una stessa retta perpendicolare all’asse radicale r. 


Se le generatrici a e b sono secanti in due punti A e li al¬ 
lora tutte le circonferenze del fascio passano per A e B 
(punti base del fascio) e l’asse radicale r è asse radicale 
anche per ogni altra coppia di circonferenze del fascio. 



Se invece le generatrici a e b sono tangenti in T allora ogni 
circonferenza passerà per T (punto base) e sarà tangente 
in tale punto all’asse radicale r. In questo caso si conside¬ 
ra appartenente al fascio anche la circonferenza degenere 
con centro in T e raggio nullo. 
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11.9 Parabola 


11.9.1 Definizione 

Si definisce parabola il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto F det¬ 
to “fuoco” e da una retta d “direttrice”. 

Ogni parabola è caratterizzata dalla distanza F d del fuoco dalla direttrice, misurata da p, che 
costituisce il parametro della data parabola. 



I punti di ogni parabola sono simmetrici rispetto ad una retta (detta asse della parabola ) tale 
retta è perpendicolare alla direttrice d e passante per il Fuoco F della parabola considerata. Il 
punto V, in cui l’asse incontra la curva e che è simmetrico di se stesso, è detto vertice della 
parabola. 

Se un punto M della parabola percorre la curva, le due distanze uguali da F e da d diventano 
minime (e uguali a p! 2) quando M coincide con V. 


Proprietà del polinomio di II grado interpretabili geometricamente nel piano cartesiano 

Risolvere un’equazione di secondo grado 

ax 2 + bx + c — 0 (1) 

è equivalente a risolvere il sistema 

y = ax 2 +bx + c 
y = 0 


L’interpretazione grafica di questo sistema è determinare le intersezioni tra la parabola di equa¬ 
zione 


y = ax 2 + bx + c 

e l’asse delle ascisse di equazione 

>’ = o 

Quindi le soluzioni reali dell’equazione (1) sono le ascisse degli eventuali punti comuni alla 
parabola e all’asse delle x. 

Considerando il discriminante A = b 2 - 4ac occorrerà allora distinguere tre casi a seconda 
che sia 


A < 0 A = 0 A > 0 
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11.9.2 Parabole di equazione: y = ax 2 

Per determinare una equazione di una parabola di dato 
parametro p (essendo p e R) nella forma più semplice, 
si riferiscono i punti M di tale curva ad un sistema carte¬ 
siano xOy disposto in modo che l’origine O sia nel ver¬ 
tice V della parabola, per cui V(0; 0), ed il fuoco F di que¬ 
sta sia sul semiasse positivo delle y; allora, essendo VF 
= pi 2, si ha x F = 0 e y F = + pi2. 

In queste condizioni l’asse della parabola coincide con 
Ov e quindi la direttrice d, risultando parallela ad Ox ha 
l’equazione y = - p!2. 

Per definizione, ogni punto M(x; y) della parabola data è equidistante da F e da d pertanto 
FM = HM. 

Per tradurre in equazione tale uguaglianza, dopo avere osservato che 
M(x; y) F(0;|) H(x;-|) 

si applicano le formule delle distanze: 

yj{x M -x v f +(y M -y F Y =y M -y H 



cioè 


(x — 0) 2 + 





da cui ricavando la variabile y dopo avere elevato i due membri al quadrato e avere ridotto i 
termini simili, si ha 


2 , 2 
x +y 


p 2 2 p 1 2 

py+ — = y + py+ — =>2py = x~ -- 



Se si pone — = a (con a e R + ), risulta alla fine F equazione y = ax 2 equazione della parabo- 
2 p 

la con vertice nell’origine e il fuoco F sul semiasse positivo delle y. 

Se, lasciando V in O, il fuoco F è sul semiasse negativo delle y, l'equazione della direttrice 
diventa y = + p!2 e in tal caso si ha: 


M(x; y) 


F(0; + f) 


H(x; + — ) 

2 


e operando su FM = HM come è stato fatto nel caso precedente si ottiene 


x 1 

y = ~ — e ponendo = a 


2 p 


2 P 
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si ottiene nuovamente y = ax 2 , equazione che ha la stessa forma della precedente, ma a < 0. 
Quindi ogni parabola col vertice nell’origine O e l’asse su Oy è dunque il grafico di una fun¬ 
zione della forma y = ax 2 in cui lai = 1/2 p. 

Se il fuoco è sul semiasse Oy positivo è a > 0 e si dice che la parabola volge la concavità ver¬ 
so l’alto', se invece F è sul semiasse Oy negativo, è a < 0, si dice che la parabola volge la con¬ 
cavità verso il basso. 

Conclusione: ogni parabola con il vertice nell’origine e con l’asse coincidente con quello 
delle ordinate è il grafico di una funzione della forma 

y - ax 2 

Si osservi: il parametro p, e quindi la distanza focale FV = pi 2, sono inversamente proporzio¬ 
nali al parametro a. 

Pertanto al crescere di a nella equazione y = ax 2 il parametro decresce, per cui il fuoco F e la 
direttrice d si avvicinano al vertice, facendo assumere alle corrispondenti parabole forme sem¬ 
pre più “acuminate”. 

Se la data parabola ha il vertice V nell’origine O, ma il fuoco sul semiasse positivo Or (quin¬ 
di la direttrice d parallela a Oy), operando come prima risulta l’equazione: 

y 2 = 2 px 

in cui p rappresenta ancora la distanza di F da d (il parametro) e p/2, uguale all’ascissa di F, 
è la distanza focale. 

In queste condizioni l’asse della parabola coincide con Ox e la concavità è rivolta verso il se¬ 
miasse Ox positivo. 

Generalizzazioni 

Le conclusioni precedenti sulla funzione y = or 2 e il suo grafico si possono generalizzare e ri¬ 
tenere valide per ogni funzione di II grado, espresse dalle equazioni 

y = ax 2 + c y = ax 2 + bx y = ax 2 + bx + c 

Inversamente, sapendo che il grafico della funzione y = ax 1 è una parabola con la direttrice pa¬ 
rallela ad Ox e con parametro p = 1/12al, si dimostra, ricorrendo ad una conveniente trasfor¬ 
mazione di coordinate, che la funzione di II grado più generale y = ax 2 + bx + c si trasforma, 
rispetto al nuovo sistema XO l Y, sulla funzione Y = aX 2 , e si conclude pertanto che il suo gra¬ 
fico è una parabola con direttrice parallela a 0 1 X (quindi a Ox) e con parametro p = 1/I2al. 
La trasformazione di coordinate richiesta è la traslazione di assi, con cui si passa dal sistema 
cartesiano iniziale xOy al nuovo sistema XO'F, la cui origine O 1 , rispetto al precedente ha le 
coordinate 

! f b 4ac — b 2 
2a 4 a ^ 
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Infatti, se y = ax 2 + bx + c è I a funzione data, riferita al sistema xOy, applicando le formule di 
trasformazione, viene modificata sulla equazione della stessa curva riferita al nuovo sistema 
Z0 1 F, esprimendo dapprima 


X = x- 

H) 

da cui 

Y = y- 

4 ac+ b 1 

da cui 


4 a 


x = X - 

2 a 


y = Y + 


4 ac — b 
4 a 


2 


Sostituendo nella data equazione x e y espresse mediante X e Y, essa viene trasformata nella 
equazione con lo stesso grafico, ma riferito ai nuovi assi. 

11.9.3 Parabole di equazione: y = ax 2 + c 

Ogni funzione di II grado, espressa da un’equazione della forma y = ax 2 + c, ha per grafico 
una parabola di parametro p = I/I2«l, il cui asse coincide con Oy. 

Essa volge la concavità verso l’alto o verso il basso a seconda che a > 0 oppure a < 0. 

Il vertice V di tale parabola, intersezione della curva con l’asse Ov, è pertanto il punto V (0; c). 
Le intersezioni A e B con l’asse Ox (di equazione y = 0) si trovano ponendo 

ax 2 + c = 0 da cui x = 

I punti A e B esistono a condizione che sia x e Re quindi - da > 0, pertanto a ec devono es¬ 
sere opposti. 

Se invece - da < 0 la parabola non interseca l’asse Ox che invece è esterno alla parabola. 
Dalla equazione y = ax 2 + c si ricavano, oltre a /?, V e alle intersezioni A e B, anche la distan¬ 
za FV = p! 2, il fuoco F e l’equazione della direttrice d: 




1 

\4a\ 


F 



y = c 


1 

4 a 


> 


I grafici delle funzioni y = x 2 -4ey = — x 2 + 1 
sono le parabole p l e p, le cui distanze focali sono 
1 1 

rispettivamente — e —. 


La parabola p f interseca l’asse Ox nei punti di ascisse 
uguali a 2 e - 2 (si pone x 2 - 4 = 0). 

La parabola p 2 non interseca l'asse Ox e interseca l’as¬ 
se Oy nel vertice V(0; 1). 
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11.9.4 Parabole di equazione: y = ax 2 + bx 

Ogni funzione di II grado espressa da una equazione della forma 

y = ax 2 + bx 


ha per grafico una parabola di parametro p = I/I2d con la direttrice d parallela a Ox e quindi con 
l’asse parallelo a Ov, che volge la concavità verso l’alto o il basso a seconda che a > 0 o a < 0. 
La parabola y = ax 2 + bx interseca Ox (di equazione y = 0) in due punti le cui ascisse si trova¬ 
no risolvendo l’equazione ax 2 + bx = 0 e sono pertanto 


Perciò una intersezione coincide con l’origine O e l’altra è il punto A di ascissa - b/a. L’asse 
Ox è dunque una secante della parabola nei punti 0(0, 0) e A(- b/a, 0). 

I punti O e A, trovandosi su Ox parallelo a d, sono simmetrici rispetto all’asse della parabola. 
Tale asse passa per il punto medio M di OA, di ascissa - b!2a che è anche l’ascissa di F, V e 
tutti i punti dell’asse della parabola. 


Pertanto l’equazione dell’asse è: 

b 
2 a 


Il vertice V, il fuoco F della parabola y = ax 2 + bx e l’equazione della direttrice sono rispetti¬ 
vamente: 



11.9.5 Parabole di equazione: y = ax 2 + bx + c 

Ogni funzione di II grado espressa da un’equazione della forma 

y = ax 2 + bx + c 

ha per grafico una parabola di parametro p = 1 / I 2a I con l’asse parallelo a Ov e con la con¬ 
cavità rivolta verso l’alto o il basso a seconda che a > 0 o a < 0. 

La parabola interseca l’asse Oy (di equazione x = 0) in un punto C la cui ordinata èfiy) = c si 
ha dunque: C(0; c). 

Le intersezioni A e B con l’asse Ox (di equazione Y - 0) hanno le ascisse uguali alle radici 
dell’equazione di II grado completa 
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ax 2 + bx + c = 0 

I punti A e B esistono quando le radici x A e x B sono reali, cioè quando 


A = b 2 - 4 ac > 0 


In tali ipotesi si ha 


A 


-b+^/A 
2 a 


B 


—b —A 


2 a 


-;0 


Il discriminante A della equazione precedente può dar luogo ai seguenti 3 


Caso 1 

A > 0. Allora x. e x„ risultano reali e distinte: l’asse Ox è secante in A e B 

A B 


casi. 


della parabola. 


Caso 2 

A = 0. Allora x A e x risultano reali e uguali (x A = x B = - b/2a) l’asse Ox ha in comune con la 
parabola 2 punti coincidenti, per cui è tangente alla parabola (in V). 


Caso 3 

A < 0. Allora l’asse Ox non interseca la parabola: è una retta esterna. 

I punti A e B, sull’asse Ox, sono simmetrici rispetto all’asse della parabola; questo incontra al¬ 
lora Ox nel punto medio M di AB, la cui ascissa è la semisomma delle radici x A e x B , cioè - b/2a. 

II vertice V, il fuoco F e l’equazione della direttrice d sono dunque rispettivamente: 


( b 4ac — b 2 ^ 

f b 4ac — b 2 + 1 ' 

{ 2a 4a j 

^ 2a ’ 4n , 


y = 


4ac — b 2 -1 
4a 


11.10 Ellisse (equazione canonica) 


Si definisce ellisse il luogo geometrico dei punti del piano per i quali è costante la somma del¬ 
le distanze da due punti fìssi F 2 e F 2 detti fuochi. 


Poniamo dunque: 

- P(x,y) generico punto dell’ellis¬ 
se; 

- Ffc,0) fuoco dell’ellisse; 

- F 2 (-c, 0) fuoco dell’ellisse. 

In riferimento alla figura sia: 

- 2a = la somma ( costante ) della di¬ 
stanza di P dai due fuochi F e F 2 ; 

- 2c = la distanza tra i fuochi /•( e F r 
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In base alla definizione di ellisse avremo che: 

P{x, y ) e ellisse <=> PFj + PF, = 2 a 
Nel riferimento ( 0,x,y) avremo che: 

PFj = yj{x-cf +y 2 e PF 2 = ^(x + cf + y 1 

Pertanto: 

tJ(x-c) 2 + y 2 + ^(x + c) 2 + y 2 = 2 a 
Trasformiamo la forma irrazionale in razionale (eliminando le radici) 

tJ(x-c) 2 + y 2 =2 a — ^j(x + c )" + y 2 
per cui eleviamo al quadrato ambo i membri 

(x - c) 2 + y 2 = 4a 2 + (x + c) 2 + y 2 -4ayj(x + c) 2 + y 2 
x 2 + c 2 - 2xc + y 1 = 4a 2 + x 2 + 2cx + c 1 + y 2 -4ciyjx 2 + c 2 + 2cx + y 2 
4ciyjx 2 +c 2 +2cx + _v 2 = 4a 2 + 4cx 
Dividiamo ambo i membri per 4 

a^jx 2 + c 2 + 2 ex + y 2 = ci 2 + ex 

eleviamo nuovamente al quadrato ambo i membri per togliere la radice 

ci\x 2 + c 2 + 2cx + y 2 ) = a 4 + c 2 x 2 + 2 a 2 cx 
a 2 x 2 + a 2 c 2 + 2 crcx + a~y 2 = a 4 + c 2 x 2 + 2 a 2 cx 
a 2 x 2 + a 2 c 2 + a 2 y 2 -a 4 + c 2 x 2 
x 2 (a 2 - c 2 )+ a 2 y 2 = cria 2 - c 2 ) (*) 

Adesso si deve porre necessariamente 2 a > 2c poiché deve aversi a > c. 

Infatti la somma della distanza di P dai fuochi deve essere maggiore della distanza tra i due 
fuochi (nel triangolo FjPFjil lato FjF 2 deve essere minore della somma degli altri due lati!). 
Ne consegue dunque che 

a 2 -c 2 > 0 

posto a 2 - c 2 - b 2 => b è reale e positivo. 

L’equazione (*) diventa: 
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x 2 b 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 

dividendo ambo i membri per a 2 b 2 si ottiene 

2 2 
x y 

— + = 1 Equazione canonica dell’ellisse 

a b 

Andiamo ora ad esplicitare la x e la y nell’equazione della ellisse appena definita: 

x = ± — ^jb 2 -y 2 y = ± — yja 2 - x 1 
b ' a 

Risulta evidente che la realtà dei valori di x e y è garantita solo negli intervalli definiti da: 
b 2 - y 2 > 0 e a 2 - x 2 > 0 ovvero negli intervalli: 

-b <y < b -a < x < a 

Da ciò si evince che la figura ellittica è definita solo all'interno di un rettangolo di lati 2 b e 
2 a; tali misure riguardano due segmenti, detti asse minore e asse maggiore, rispettivamente. 
Inoltre, l’asse maggiore corrisponde alla somma delle distanze che separano ogni punto del¬ 
la ellisse dai due fuochi F e F r 

Definiamo vertici della ellisse i punti di intersezione con le rette dei suoi assi; nel caso ana¬ 
lizzato, coincidono con gli assi coordinati e le intersezioni sono le soluzioni dei sistemi: 

J b x +a y = a b \bx+ay=ab 
| x = 0 [;y = 0 

Le soluzioni dei sistemi, con riferimento alla figura, sono: 

A, = (a; 0) A, = (-a; 0) BjStf); *) B 2 = (0,-b) 


11.11 Iperbole (equazione canonica) 


Si definisce iperbole il luogo geometrico dei punti del piano per i quali è costante la differen¬ 
za delle distanze da due punti fis¬ 
si Fj e F detti fuochi. 


Poniamo dunque 

- P(x,y) generico punto dell’iper¬ 

bole; 

- Ffic, 0) fuoco dell’iperbole; 

- Ff-c,0) fuoco dell’iperbole. 


In riferimento alla figura sia: 

- la = la differenza ( costante ) 

della distanza di P dai due 
fuochi F l e F 2 , 

- 2c = la distanza tra i fuochi F 

e F r 
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In base alla definizione di iperbole avremo che: 


P(x,y)e iperbole <=> 


PF 1 - PF 2 = 2 a 
e/o 

PF 2 -PF l = 2a 


a seconda che sia PF X > PF 2 e viceversa. 

Se P(x,y) è un punto dell’iperbole, supposto PF X > PF 2 avremo: 

yj(x-c) 2 + y 2 — *J(x + c) 2 +y 2 = 2 a 
Trasformiamo la forma irrazionale in razionale (eliminando le radici) 

yj{x — c) 2 + y 2 =2a + -J( x + c )" + y 2 
per cui eleviamo al quadrato ambo i membri 

(x — c) 2 + y 2 =4 a 2 + {x + c) 2 +y 2 + 4 a^(x + c) 2 +y 2 

x 2 + c 2 — 2 ex + y 2 = 4 a 2 + x 2 + c 2 + 2 ex + y 2 + 4 a-Jx 2 + c 2 + 2 ex + y 2 

—4a^]x 2 -Ve 2 + 2cx + y 2 = 4cx + 4 a 2 
Dividiamo ambo i membri per 4 

—ciyjx 2 +c 2 +2 cx+ y 2 =cx + a 2 

eleviamo nuovamente al quadrato ambo i membri per togliere la radice 
a 1 ( x 2 + c 2 + 2 ex + y 2 ) = c 2 x 2 + a 4 + 2 a 2 ex 

a x + a c + Za ex + a y = c x + a + la ex 

2 2 . 2 2 . 2 2 2 2 . 4 

a x + a c + a y = c x + a 
x le —a ) — a y =a (c —a \ 

È evidente che 2 c > 2a (per il discorso del triangolo come fatto per Tellisse), quindi: 

c 2 > a 2 => c 2 - a 2 > 0 

e posto 

c 2 - a 2 - b 2 

si ottiene 

b 2 x 2 - a 2 y 1 = a 2 b 2 

Dividendo ambo i membri per a 2 b 2 


2 2 
X _ y_ = 

2 7 2 1 

a b 


Equazione canonica dell’iperbole 


Tra le proprietà particolari della conica iperbole si deve considerare che essa, all'infinito, ten¬ 
de verso due rette particolari dette asintoti, che sono quelle tratteggiate nella figura. 
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Gli asintoti dell’iperbole s’intersecano nell’origine degli assi ed hanno le seguenti equazioni: 

b b 

y — —x e y = — x 
a ' a 

Definiamo vertici della iperbole i punti di intersezione con la retta dell’asse focale che, nel 
nostro caso, coincide con l’asse delle ascisse; al riguardo basta risolvere il sistema: 

{, 2 2 2 2 2,2 

b x -a y = a b 

y = o 

I due vertici hanno coordinate = (-a; 0) e A 2 = (a; 0). Il segmento AjA 2 è definito asse tra¬ 
sverso e misura 2 a, mentre F^F, è definito asse focale e misura 2c. Per definire il significato 
geometrico di b possiamo osservare, nelle equazioni degli asintoti, che tale parametro è il va¬ 
lore della ordinata di tali rette quando l’ascissa vale ±a. La misura 2 b è la dimensione del così 
detto asse non trasverso. Si viene così a definire un rettangolo che lascia la curva tutta al suo 
esterno e con le sue dimensioni 2 a e 2 b ne individua in qualche modo l’apertura. In realtà, si 
preferisce descrivere tale caratteristica attraverso l'eccentricità e = da che per l’iperbole è 
sempre maggiore di 1. 

11.11.1 Caso particolare a = b => iperbole equilatera 
In questo caso l’equazione canonica: 



diventa 

x 2 - y 2 = a 2 Equazione dell’iperbole equilatera 

Caratteristica: gli asintoti sono inclinati di 45° sia rispetto all’asse delle ascisse che a quello 
delle ordinate. 

Nel paragrafo seguente esamineremo nel dettaglio l’iperbole equilatera. 

11.11.1.1 La funzione y = a/x: l’iperbole equilatera 

Ogni funzione espressa da una equazione della forma y = — oppure xy = a ha per grafico una 
curva detta iperbole equilatera. x 

Il campo di esistenza della funzione (ossia il massimo dominio di definizione) è R. Allora 
escludendo il valore zero per la x e non potendo evidentemente assumere valore zero neppu¬ 
re la y, consegue che la curva non ha punti in comune con gli assi. 

I punti della curva, avendo coordinate xey tali che xy = a, se: 

- a > 0 appartengono al I e III quadrante, perché le loro coordinate xey hanno segni con¬ 
cordi; 

- a < 0 appartengono al II e IV quadrante, perché le loro coordinate x e y hanno segni discordi. 
La curva, essendo priva di punti in comune con gli assi, è necessariamente formata da due 
“rami” situati nei quadranti opposti; i suoi punti, allontanandosi illimitatamente da un asse, 
tendono “asintoticamente” all’altro, cioè si avvicinano indefinitamente senza mai toccarlo. 
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Infatti se si attribuiscono a x valori crescenti in valore assoluto, fino a superare numeri posi¬ 
tivi arbitrariamente grandi, y assume valori decrescenti in valore assoluto fino a diventare mi¬ 
nori di qualunque numero positivo e comunque piccolo (prossimo a zero) e viceversa. Se una 
variabile tende all’infinito, l’altra tende a zero e viceversa. 
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La curva di equazione xy = a ha due assi di simmetria, costituiti dalla I e II bisettrice (rette di equazio¬ 
ne v = x e y = - x); di conseguenza ha un centro di simmetria nel loro punto d’incontro (l’origine O). 
Uno degli assi di simmetria dell’iperbole xy = a viene intersecato da questa in due punti det¬ 
ti vertici dell’iperbole. Nel caso in cui a > 0 i due vertici V e V, sono sulla I bisettrice y = x e 
le loro coordinate sono le soluzioni dell’equazione x 2 - a per cui 

%(Va/Vfl); V 2 (-Va;-Va) 

Ad ogni valore di a (diverso da zero) corrisponde un’iperbole equilatera determinata, i cui 
vertici V e V, si allontanano da O al crescere di lai. Pertanto per ciascun punto del piano xOy 
passa una sola iperbole equilatera. 

^ Trovare l’equazione dell’iperbole equilatera riferita agli asintoti e passante per il punto 
M(2; 6). Calcolare inoltre le coordinate dei suoi vertici. 

L’equazione da trovare è della forma xy = a; poiché M(2; 6) appartiene alla curva si ha 
2 • 6 = a\ a = 12 l’equazione è xy = 12. 

Il suo grafico è formato da un ramo d’iperbole nel I quadrante e l’altro nel III e pertan¬ 
to il suo asse che l’interseca è la retta y = x. Allora le coordinate dei due vertici sono le 
soluzioni del sistema: 


i =>x 2 = 12=>x = ±7l2 =>x = +2V3 

[xy = 12 

^(273/273) V 2 (-273 ;-273) 
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Capitolo 12 

Equazioni e disequazioni con termini 
in valore assoluto, parametriche 
e logaritmiche 


12.1 Valore assoluto 

Il simbolo |a' | nell’insieme dei numeri reali è rappresentabile come: 
|a|=a sejc>0 

| x | = -x se a < 0 vale lo stesso per le espressioni algebriche 

|/(a) | =/(a) negli intervalli di x dove /(a) > 0 

|/(a) I = -f(x) negli intervalli di x dove /(a) < 0 


( 1 ) 


^ |2a-4|=2a-4 se a > 2 

| 2a — 4 | = 4 -2a se a < 2 


12.2 Equazioni e disequazioni in valore assoluto 


Analizziamo esempi di equazioni e di disequazioni con termini in valore assoluto. 

Rappresentare e risolvere la seguente equazione: 

|a|+|a-2|+|a + 4|-7 = 0 

Se andiamo a rappresentare, sull’asse dei numeri reali, le variazioni di segno delle singole 
funzioni che compaiono nella equazione, possiamo distinguere quattro intervalli all’interno 
dei quali andremo ad applicare le (1); l’equazione che ne risulta e l’intervallo stesso ci forni¬ 
scono il sistema misto per la soluzione nell’intervallo in esame. 
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Nello schema che segue gli intervalli dove le funzioni sono positive sono rappresentati a trat¬ 
to doppio e lo 0 con *. 

—4 —3 —2 — 1 0 1 2 3 


y = x - 2 - 

V = X + 4 -*: 

y = -7 - 


1° intervallo -4): tutte le singole funzioni sono negative, quindi: 

(-x) + ( -x + 2) + (-x - 4) - 7 = 0 
da cui il sistema misto: 

| -3x -9 = 0 fx = -3 

l x < —4 l x < —4 il sistema non ha soluzione 

2° intervallo (-4; 0): in questo intervallo il segno delle funzioni fornisce l’equazione seguente: 
(-x) + (—x + 2) + (x + 4) - 7 = 0 
da cui il sistema misto: 

| -x - 1 = 0 1 x = -1 

I -4 < x < 0 l-4<x<0 il sistema ammette la soluzione x =-1 
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3° intervallo (0; 2): in questo intervallo l’equazione è: 
x + (-X + 2) + (x + 4) - 7 = 0 
da cui il sistema misto: 

r jc -1 = o r jc = ì 

I 0 < x < 2 I 0 < x <2 il sistema ammette la soluzione x = I 

4° intervallo (2; °°): l’equazione che segue è: 
x + (x + 2) + (x + 4) - 7 = 0 
il sistema misto è: 

J3x-5 = 0 lx = -5/3 

\ x > 2 u' > 2 il sistema non ha soluzione 

Le soluzioni della equazione sono x = -1 ei = 1. 

Esercizio 

Rappresentare e risolvere la seguente disequazione: 

|;r-l \+\ x -2 |-3 < 0 

Studio dei segni delle singole funzioni: 

2-101 23 

y = x 2 - I ======*- 

y = X-2 -*====== 

y = -3 - 
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Nel caso delle disequazioni, per ogni singolo intervallo, si va a risolvere un sistema di dise¬ 
quazioni, in cui una disequazione è quella data, calcolata con i segni delle singole funzioni 
aH’interno dell’intervallo stesso e l’altra è l’intervallo stesso. 


1° intervallo (- 00 ; -1): 

| (x 2 - l) + (-x + 2)-3 <0 | -1 < x < 2 

\ x < -1 1 x < -1 

il sistema non ha soluzione perché la soluzione della disequazione data è esterna all’intervallo 


2° intervallo (-1; 1): 

(-x 2 + 1) + (-x + 2) - 3 < 0 
-1 < x < 1 


x < -1 u x > 0 
-1 < x < 1 


3° intervallo (1; 2): 

(x 2 - 1) + (-x + 2) - 3 < 0 
1 < x < 2 


-1 < x < 2 
1 < x < 2 


4° intervallo (2; °°): 

(x 2 - 1 ) + (x - 2) - 3 < 0 
x > 2 


-3 < x < 2 
x > 2 


il sistema ha soluzione in 0 < x < 1 


il sistema ha soluzione in 1 < x < 2 


il sistema non ha soluzione 


La soluzione della disequazione è fornita dalla unione degli intervalli risolutivi così determi¬ 
nati, ovvero: 0 < x < 2. 


12.3 Equazioni parametriche 


La ricerca delle soluzioni delle equazioni e disequazioni parametriche consiste nel trovare il 
valore dei parametri che compaiono nelle funzioni proposte; ciò può avvenire utilizzando le 
proprietà delle funzioni stesse al variare dei loro parametri caratteristici. 

Proponiamo di seguito alcuni esempi esplicativi. 

12.3.1 Equazioni parametriche di primo grado 

y - 2 = m(x - 1) 

Determinare il valore di m affinché l’equazione proposta rappresenti una retta che passa per 
l’origine degli assi oppure sia parallela all’asse x. 

L’equazione rappresenta un fascio di rette centrato in (1; 2) e può essere riscritta come: 

y = nix + 2 — m 

Imporre il passaggio per l’origine significa imporre un termine noto q = 2-m nullo, ovvero 
m = 2, da cui: 


y — 2x 
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Imporre il parallelismo con l’asse x significa imporre m = 0, da cui: 


y = 2 


12.3.2 Equazioni parametriche di secondo grado 


2x 2 - 2(k - 1 )x -2k = 0 


Nella equazione del fascio di parabole proposto, determinare k affinché: 


1) x 1 = 0 

2) Xj = —x 2 

3) x, = x 2 


Si ha: 


1 ) x ,=0 

una parabola passa per l’origine degli assi se il parametro c = 2kè nullo, da cui k = 0 e l’e¬ 
quazione diviene: 2x(x +1) = 0 

2) x, = -x 2 

una parabola ha radici simmetriche rispetto all’origine degli assi se fi = -2 (k - 1) = 0, da 
cui k = 1 e l’equazione diviene: 2(x 2 - 1) = 0 

3) x,=x 2 

una parabola ha radici coincidenti se A = fi 2 - 4 ac = 0 ovvero: (k - l) 2 + Ak = 0, da cui 
k = - le l’equazione diviene: 2(x + l) 2 = 0 

12.4 Disequazioni parametriche 
12.4.1 Disequazioni parametriche di primo grado 
Determinare i valori del parametro m affinché 


y — -2 + m (x - 4 ) < 0 


(*) 

(**) 


sia soddisfatta per x < 2 
dalla (*) 
e per la (**) 
da cui 


x < 2 [(l+2m)/m] 
2 [(1+2 m)/m\ < 2 
m < -1 


In una disequazione di primo grado del tipo v(x) = mx + q < 0 una soluzione del tipo x < x 0 
(con x Q radice dell’equazione associata) implica valori del coefficiente angolare m positivi, 
pertanto il sistema: 
f m > 0 

i m < -1 

non ammette soluzioni. 
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Tale conclusione risulta evidente osservando che la (*) descrive un fascio di rette con centro nel 
punto di coordinate (4; -2) e quelle che dovrebbero soddisfare la domanda \y(x) < 0 per x < 2] 
dovendo passare per punti di ascissa minore o uguale a 2 ed ordinata nulla avrebbero necessa¬ 
riamente pendenza negativa col risultato di rendere y(x ) > 0 nell 7 intervallo x<2. 

12.4.2 Disequazioni parametriche di secondo grado 

In generale una disequazione parametrica di secondo grado con coefficienti che dipendono da 
un parametro si può discutere studiando la dipendenza dal parametro: 

a) del segno del discriminante della equazione associata; 

b) del segno del coefficiente di x 2 ; 

c) dell’ordine con il quale le radici, x t e x y della equazione associata si susseguono. 

^ Studiare le soluzioni, al variare del parametro k, di: 

x 2 - x — k 2 - 3k - 2 > 0 


Osserviamo che: 
a > 0 VleR (*) 

A > 0 VIeR (*) essendo A = (2 k+ 3) 2 

x I = [1 — (2 k + 3)]/2 = -k- 1 e x 2 = [l+(2k+ 3)]/2 = k + 2 
da cui: 

.Xj < x 2 per k > -3/2 

Xj = a', per k = -3/2 in corrispondenza si ha A = 0 

jCj > a, per k < -3/2 
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Se consideriamo che per le (*) sia a sia A sono sempre positive al variare di k, le solu¬ 
zioni della disequazione sono sempre esterne all’intervallo avente per estremi le solu¬ 
zioni, Xj e x 2 , della equazione associata, ovvero: 
per k < -3/2 x<k + 2ux>-k- 1 

per k = -3/2 Vie R - {-3/2} 

per k > -3/2 x<-k- 1 ur>i + 2 

V- Studiare le soluzioni, al variare del parametro k, di: 

kx 2 + (k- 1 )x - 2(2 + 1 ) < 0 

Osserviamo che se fosse k = 0 la disequazione data diverrebbe di primo grado, ovvero 
x + 2 > 0 con soluzione x > -2; diversamente con k ^ 0 si hanno i seguenti casi: 

- k < 0: la concavità è rivolta verso il basso e le soluzioni sono esterne aH’intervallo aven¬ 
te per estremi le soluzioni x x e x,; 

- k > 0: la concavità è rivolta verso l’alto e le soluzioni sono interne aH’intervallo aven¬ 
te per estremi le soluzioni x x e x 2 

A = (3k + l) 2 A = 0 per k = —1/3 e A > 0 \/k e R *-1/3 

x 1 = -2 

x 2 = (1 + k)/k 

Per le soluzioni avremo: 


X ì <X 2 

per 

-1/3 <k<0uk>0 


X 1 = X 2 

per 

k = -1/3 

in corrispondenza si ha A = 0 

X \ > X 2 

per 

k < -1/3 



Quanto sopra descritto è riportato nello schema seguente: 



ViER- {1/3} 
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12.5 Sistemi parametrici (studio grafico) 


I sistemi parametrici sono sistemi in cui almeno una equazione dipende da un parametro k\ 
generalmente sono di tipo misto dove la o le disequazioni esprimono limitazioni del campo 
di esistenza delle funzioni a sistema. L’approccio risolutivo dei suddetti sistemi è solitamen¬ 
te limitato a studiare il numero di intersezioni tra i grafici rappresentanti le funzioni di siste¬ 
ma all’interno dei limiti delle variabili in gioco espressi con le disequazioni; ciò al variare del 
parametro k. Lo studio è eseguito con l’ausilio delle rappresentazioni grafiche nel piano car¬ 
tesiano. 

>- Studiare il seguente sistema parametrico misto: 

| V 25 - 5x - kx-2- 8k 
1-1 <x<5 

L’equazione a sistema si può considerare come la risolvente delle equazioni: 
f v = V 25 - 5x 
| y = kx -2 -8A: 
l-l < jc< 5 

Razionalizzando la prima ed elaborando la seconda: 

■ x = -y 2 /5 + 5 
y + 2 = k (x, - 8) 

-1 < jc < 5 

. V > 0 

La condizione y > 0 deriva dalla razionalizzazione della prima equazione. 



La prima equazione rappresenta un arco di parabola ad asse orizzontale considerata nell’interval¬ 
lo -1 < x < 5 e y > 0; agli estremi di tale intervallo assume i valori (5; 0) nel punto A e (-1; V30) 
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nel punto B. La seconda equazione è un fascio di rette con centro C = (8; -2) e coefficiente ango¬ 
lare k. Come si vede dalla figura esiste un primo valore di k che denominiamo k che rappresenta 
un valore limite sopra il quale non si verificano intersezioni tra rette del fascio ed arco di parabo¬ 
la. k è ottenibile imponendo il passaggio per il punto A delle rette del fascio: k = -2/3. Al dimi¬ 
nuire di k le rette del fascio ruotano in senso orario intorno al punto C fino ad incontrare la para¬ 
bola in B da dove l’intersezione inizia a divenire duplice. k b si ottiene imponendo il passaggio per 
B. k b = -(2 + \/30)/9 ~ - 0,83. Muovendo ancora in senso orario le rette si arriva al punto T ed il re¬ 
lativo k che denomineremo k è ottenibile imponendo la condizione di tangenza fra fascio di rette 
e parabola (A della risolvente il sistema nullo): 

A = \2k 2 + Sk-5 = 0 
k t = -(2 +Vl9)/6 = - 1,06 
k 2 = -(2 -Vl9)/6 « 0,39 

Riassumendo, per valori di: 

k<-{ 2 -Vl9)/6 = - 1,06 
k = -(2 -Vl9)/6 
-(2 -Vl9)/6 <k<-{2 + V30)/9 
-(2 + V30)/9 <k<- 2/3 
k > -2/3 

Esercizio 

Impostare e risolvere il seguente problema 

Consideriamo una circonferenza c con centro in C = (2; 1) di un sistema di riferimento carte¬ 
siano e raggio r = 3. Sull’arco relativo al primo quadrante si muove un punto P = (x; y) indi¬ 
viduando il triangolo MNP di figura a con M = (1; 0) e N = (0; 1). 

Determinare le coordinate di P in modo che l’area del triangolo sia a > 0. 

Le limitazioni nel problema, applicando concetti di geometria euclidea, sono: 

0 < x < 5 e 0 < y < 4 variabili nel 1 ° quadrante 

a > 0 area del triangolo MNP 

Le equazioni del problema, applicando concetti di geometria analitica, sono: 

x 2 + y 2 - 4x-2y - 4 = 0 equazione della circonferenza c di centro C = (2; 1) e raggio r = 3 

Il triangolo MNP può considerarsi composto dai triangoli OMP e ONP diminuiti di OMN, 
pertanto: 

1 ) a ] = 0,5 • 1 ■ y = v/2 area di OMP di base unitaria ed altezza y 

2) a, = 0,5 • 1 ■ x = v/2 area di ONP di base unitaria ed altezza x 

3) a 3 = 0,5 11 = 1/2 area di OMN di base e altezza unitarie 

Dalla 1), 2) e 3), segue che l’area di MNP è: 

a - x!2 + y/2 -1/2 o anche: 

y = -x + 2a + 1 l’equazione individua un fascio di rette improprio che lega a alle 

coordinate di P 


non accettabile perché fornisce un punto di tangenza 
nel IV quadrante 


nessuna intersezione 
2 punti coincidenti (tangenza) 
2 punti distinti di intersezione 
1 punto di intersezione 
nessuna intersezione 
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Il sistema misto che descrive il problema è: 
x 2 + y 2 - 4x - 2y - 4 = 0 
y = -x +2a + 1 
' 0 <x < 5 
0<y<4 
a> 0 

In figura b sono identificabili i tre punti base A, E e V le cui coordinate sono date da: 

A = (0; 1 + V5) punto di intersezione della circonferenza con l’asse y {x = 0) 

E = (2 + 2V2; 0) punto di intersezione della circonferenza con l’asse x (v = 0) 

V s (2 + 3a/2/2; 3 + 3^2/2) 

V è il punto di tangenza tra retta e circonferenza che deriva dall’annullamento del determi¬ 
nante della risolvente del sistema di equazioni della circonferenza e del fascio: 

A = 2a 2 - 4a - 7 = 0 

da cui il valore del parametro a e della relativa retta: 

a u = 2 + 3V2/2 » 4,12 y = ~.x + 5 + 3^2 

a 2 = 2 - 3V2/2 <0 da scartare per la condizione a > 0 

Imponendo il passaggio delle rette del fascio per i punti A ed E calcoliamo i valori del corri¬ 
spettivo parametro a e le equazioni delle rette ad essi relative: 

« a = V5/2 « 1,12 y — —x +1+ ^5 

a] = (1 + 2a/2)/2 - 1,91 y = -x+ 2 + 2^2 

Dal sistema misto o più semplicemente osservando la figura b possiamo riassumere come di 
seguito, per valori della superficie del triangolo: 
a < a non esistono triangoli 

a < a < a esiste un unico triangolo che ha vertice P sulla circonferenza 

<7 c < a < a l esistono due triangoli distinti che hanno il vertice P sulla circonferenza 

a = a l esistono due triangoli coincidenti che hanno il vertice P sulla circonferenza 

In figura b sono rappresentati i due triangoli di area a = 2. 

Il calcolo delle coordinate dei relativi vertici P e P, è lasciato per esercizio al lettore. 

| EdiSES www.edises t 











Sezione II - Matematica Capitolo 12 - Equazioni e disequazioni: particolari tipologie 6G7 


12.6 Equazioni di luoghi geometrici 


Un luogo geometrico è l’insieme di tutti e soli punti P (del piano o dello spazio) che godono 
di una ben determinata proprietà 9t definendo così una figura geometrica F. 

È questo un concetto che connette, per ogni punto P, la proprietà geometrica “appartiene alla 
figura F” alla proprietà algebrica “soddisfa la relazione 9v'. 

V- La relazione: x 2 + y 2 - 9 = 0 

definisce una circonferenza con centro nelForigine che è il luogo di tutti e solo i punti 
la cui distanza da C = (0; 0) è r = 3. 

È possibile descrivere i luoghi geometrici mediante: 

- rappresentazioni cartesiane implicite F(jc, y) - 0 o esplicite y = f(x) quando possibile; x ed 
y rappresentano le coordinate cartesiane di P; 

- un sistema di equazioni parametriche dove un parametro reale è definito all’interno di un 
intervallo dalle proprietà dei punti del luogo; eliminando il parametro si ricostruisce la 
rappresentazione cartesiana. 

Per definire la relazione 91, ovvero l’equazione che descrive il luogo, è opportuno: 

a) definire un adeguato sistema di riferimento che semplifichi le relazioni finali; 

b) utilizzare le coordinate x e y esclusivamente per individuare il punto P; 

c) tradurre in equazioni e disequazioni se necessario le condizioni descrittive del luogo (vin¬ 
coli o proprietà geometriche, intervalli di definizione, ecc.) ricorrendo se conveniente a 
parametri transitori eventualmente eliminabili. 

Esempi molto noti, costruiti attraverso l’applicazione della formula della distanza tra due pun¬ 
ti nel piano cartesiano, sono l’asse di un segmento, la bisettrice di un angolo, le coniche nel 
piano, ecc. 

Esercizio 

Definire l’equazione del luogo individuato dai centri delle circonferenze tangenti alla ret¬ 
ta y = 2 e passanti per il punto P = (2; 0). 

La generica circonferenza F ( x ; y) = 0 dovrà soddisfare le condizioni di tangenza con la retta data 
e di appartenenza del punto P; avremo pertanto due relazioni e tre parametri incogniti a, b, c. 

I x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 

\y = 2 

da cui la risolvente del sistema: 
x 2 + 4 + ax +2b + c = 0 

il cui discriminante A uguagliato a zero (condizione di tangenza) ci fornisce una prima equa¬ 
zione che lega i tre parametri: 
a - 4(4 + 2b + c) = 0 

La seconda equazione perviene dalla applicazione della condizione di appartenenza di P alla 
circonferenza F (2; 0) = 0, ovvero a - 4 (4 + 2b + c) = 1 

che unitamente alla precedente ci fornisce un sistema di due equazioni e tre incognite a, b, c; 
tra queste ne fisseremo una come parametro (ad es. b) ed esprimeremo le altre due in funzio¬ 
ne di questa. 

j x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 
l4 + 2a + c = 0 
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da cui: 

[a = -4±2 V4T2b 
1 c = +4 ± 4 V4T2b 



Con tali assunzioni le equazioni delle circonferenze divengono: 
x 2 + .v 2 + [-4 ± 2v/ 4 + 2b ]x + by + 4± 4V 4 + 2b = 0 
da cui le coordinate del centro C = (a; (3) con a = -a/2 e (3 = — b/2: 
fa = 2±V472b 

i |ì = - b/2 

andiamo ora ad eliminare il parametro b mediante semplice sostituzione ed otteniamo con 
semplici calcoli: 
p = -(l/4)a 2 + a 

che descrive il luogo dei punti cercato e rappresenta una parabola. 

Alla stessa conclusione saremmo giunti considerando che il centro di tali circonferenze deve 
necessariamente: 

a) trovarsi su una retta perpendicolare a quella data (raggio nel punto di tangenza T) 

b) trovarsi su una retta passante per P (raggio su P) 

c) essere equidistante dalla retta e dal punto dati (raggi di cui ai punti precedenti). 

Dette allora: 

x e y le coordinate di C 

dj = (y - 2| la distanza di C dalla retta data sulla perpendicolare a) 

d, = \'(x - 2) 2 + (y - 0) 2 la distanza di C da P 

y(x - 2) 2 + (y - O) 2 = | y - 2| condizione c) che dopo razionalizzazione: 

y = —(l/4)x 2 + x 


Si lascia al lettore il compito di individuare nell’esercizio la definizione di una nota conica. 

Esercizio 

Determinare l’equazione del luogo descritto dai punti equidistanti da due rette generi¬ 
che nel caso in cui siano incidenti e nel caso siano parallele. 

Per semplificare la soluzione del problema posto conviene considerare una delle rette coin¬ 
cidenti con un asse (asse x per esempio); la seconda retta allora avrà equazione y = nix + q 
ed il nostro generico punto di coordinate (x ; _y (| ) si troverà sempre nel semipiano definito da 
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V < mx + q (limitando lo studio alle ascisse x > - qlm): ciò premesso andiamo a definire e ad 
imporre l’uguaglianza delle distanze come da definizione del luogo: 

d _ \y-»ix-q\ _ -y + mx + g > 

•\/l + m 2 Vi + m 2 

d 2 = \y -0\=y>0 

Imponendo d = d 2 avremo: 

—y + mx + q 

y = — ^ 9 — eseguendo i calcoli 

m q 

y = - , 9 jt +- -, 

l + 'Jl + m 2 l + yl + m 2 


L’equazione rappresenta il luogo anche per x > - qlm. 

Nel caso di rette parallele è sufficiente porre m = 0 nella precedente equazione per avere: 

y = q/2 
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Capitolo 13 

Goniometria 


13.1 Introduzione 


La goniometria è quella branca della matematica che studia gli angoli; la trigonometria, in¬ 
vece, si occupa delle soluzioni esistenti tra i valori dei lati e degli angoli di un triangolo. 
Facciamo un piccolo passo indietro e ricordiamo che se tracciamo due rette perpendicolari tra 
loro otteniamo un piano; chiamiamo le due rette assi cartesiani ortogonali e il piano nel qua¬ 
le le due rette (x e y) si incontrano solo nel punto di origine O, avente coordinate (0; 0), pia¬ 
no cartesiano. 


y 

II 

ordinate 

HH 

o 

ascisse x 

III 

IV 


o (0,0) 

fig • l 


I due assi, quello orizzontale e quello verticale, prendono il 
nome, rispettivamente, di asse delle ascisse (o asse x) e asse 
delle ordinate (o asse y). 

I due assi dividono il piano cartesiano in 4 regioni (o quadran¬ 
ti) secondo l’ordine mostrato in hg. 1. 


NOTA. L’ordine dei quadranti è antiorario. 


negativi 


positivi x 


Dalla fig. 2 si evincono i segni delle coordinate (x e y). 

Nel I quadrante le coordinate sono entrambe positive. 

Nel II quadrante le ordinate sono positive mentre le ascisse 
sono negative. 

Nel III quadrante le coordinate sono entrambe negative. 

Nel IV quadrante le ordinate sono negative mentre le ascisse 
sono positive. 


fig- 2 

Preso un punto P qualsiasi del piano, possiamo individuare le sue coordinate tracciando due 
segmenti, l’uno che dal punto sia parallelo all’asse delle ascisse ed incontri le ordinate, l’al¬ 
tro che sia parallelo all’asse delle ordinate e incontri le ascisse (hg. 3); in questo esempio le 
coordinate del punto P sono (3; 1). 

I due segmenti, infatti, individuano l’ascissa e l’ordinata del punto. 
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Questo conduce alla conclusione che ad ogni punto del piano 
corrisponde una ed una sola coppia di numeri reali, dei qua¬ 
li il primo è l’ascissa ed il secondo è l’ordinata. Viceversa ad 
ogni coppia di numeri reali corrisponde uno ed un solo pun¬ 
to del piano. 

Notiamo inoltre che, essendo l’origine O (0; 0), ogni punto 
dell’asse delle x ha ordinata nulla (cioè zero), ed ogni punto 
dell’asse delle y ha ascissa nulla. 

13.1.1 Definizione di angolo 

In un piano, date due semirette a e b di origine O, chiamere¬ 
mo angolo di vertice O e di lati a e b, le due parti del piano 
delimitate dalle semirette (hg. 4). 

Infatti, l’angolo può pensarsi generato dalla rotazione, intor¬ 
no ad O, di una delle due semirette, della primo lato, fino al 
sovrapporti con l’altra. Nel nostro caso, considerando come 
primo lato a, se la rotazione avviene in senso antiorario (po¬ 
sitivo) si ottiene l’angolo ah, se invece la rotazione avviene 
in senso orario (negativo) si ottiene l’angolo ba. 



fig- 4 


Osservando la figura 5 ci accorgiamo che gli angoli ab e 
ba, se considerati entrambi positivi, sono esplementari, 
cioè la loro somma è un angolo giro (circonferenza). 

Se, dato un angolo, disegniamo tante circonferenze tut¬ 
te con il centro nel vertice dell’angolo, ma con raggi 
diversi, otteniamo tanti archi AB, A’B’, A”B”, ecc. la 
cui ampiezza coincide con l’ampiezza dell’angolo ab 
(fig- 5). 



Possiamo allora concludere che i diversi sistemi di misura per l'ampiezza degli archi valgo¬ 
no anche per la misura degli angoli. 

La considerazione che ogni arco ed il suo corrispondente angolo al centro hanno, in un deter¬ 
minato sistema, la stessa misura, sia in valore assoluto che in segno (cioè positivo o negati¬ 
vo), ci permetterà in seguito di usare indifferentemente i termini arco o angolo. 

Quando parliamo di archi e di angoli orientati, dobbiamo ricordarci, però, che la misura del¬ 
la loro ampiezza è una misura relativa, cioè con segno positivo o negativo. 

13.1.2 Riduzione di un arco o di un angolo al primo giro 

Alcune volte ci troviamo di fronte ad angoli o ad archi di misura più grande dell’angolo giro 
(circonferenza). 

Ad esempio, nel sistema sessagesimale, dove l’angolo giro è 360°, potremmo trovare un an¬ 
golo (arco) di 410°; oppure se stiamo ragionando in radianti, dove l’angolo giro misura 2n, 
potremmo avere un angolo di 3 tt radianti. 
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In tal caso, per sapere a quale angolo (arco) del primo giro (0° - 360°) corrisponde il nostro 
angolo (arco), basta trovare il resto della divisione tra la misura del nostro angolo (arco) e 
l’angolo giro (circonferenza); ovviamente le due misure devono essere espresse nello stesso 
sistema. 

V- Se avessimo un angolo (arco) di 410°, eseguiremmo 410 : 360 = 1 con resto di 50, allo¬ 
ra il nostro angolo (arco), ridotto al primo giro, corrisponde a 50°. 

^ Se avessimo un angolo (arco) di 3 ti radianti, eseguiremmo 3it : 2n - 1 con resto di 1, al¬ 
lora il nostro angolo (arco), ridotto al primo giro, corrisponde a n radianti. 


13.2 Misura degli archi e degli angoli circolari 


13.2.1 Definizione di arco 

Fissiamo ora la nostra attenzione su una circonferenza, che per 
semplicità considereremo collocata con il centro nell’origine 
del piano cartesiano. 

Sappiamo che, se tracciamo un segmento dal centro ad un pun¬ 
to P generico della circonferenza, otteniamo il raggio r della 
circonferenza stessa. 

La circonferenza può essere percorsa dal punto P in due versi op¬ 
posti verso sinistra o verso destra; per convenzione si considera 
positivo il verso antiorario e negativo quello orario (fìg. 6). 
Fissati due punti P e P 2 sulla circonferenza, diremo che la di¬ 
stanza da Pj a P, percorribile sulla circonferenza è detta arco. 



13.2.2 Archi orientati 

Assumiamo il punto P come origine dell’arco, allora il punto 
P, si dirà estremo dell’arco. 

Ovviamente, l’arco che va da P a P, può essere descritto in 
senso positivo (antiorario), ma anche in senso negativo (ora¬ 
rio) (fìg. 7). 

La notazione matematica di un arco è, nel nostro caso, P P 2 , 
cioè l’arco da P t aP v 



13.2.3 Misura degli archi 

Benché, in teoria, si potrebbe scegliere una qualsiasi unità di misura per la misurazione degli 
archi, in pratica si sceglie come unità il raggio r della circonferenza, e cioè si considera la cir¬ 
conferenza suddivisa in tanti archi, lunghi quanto il raggio r. Questo arco unitario, cioè l’ar¬ 
co di lunghezza r, è detto arco radiante. 

Quindi, se misuriamo un arco con questa unità, diremo che la misurazione è fatta in radianti. 
Pertanto, ricordando che la lunghezza della circonferenza è 2 nr e che r = arco radiante, pos¬ 
siamo affermare che un arco pari ad una intera circonferenza misura 2n radianti. 
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Vi sono molti altri modi per misurare un arco ed uno di questi è la misurazione sessagesima¬ 
le, cioè quella basata sul grado sessagesimale, o comunemente solo grado. 

Il grado è un arco ottenuto suddividendo una circonferenza in 360 parti uguali, ha due sotto- 
multipli, il primo che è la sua 60 a parte, ed il secondo che è la 60 a parte del primo. 

13.2.4 Passaggio da un sistema di misura ad un altro 

Se abbiamo la misura di un arco espressa in radianti, è possibile convertirla in gradi e viceversa. 

V- Si vuole trovare la misura in radianti di un arco di 90° (gradi). Sapendo che la lunghez¬ 
za di una circonferenza è 2 7T radianti, ma anche 360°, possiamo scrivere la seguente pro¬ 
porzione: 

90 : 360 = a : 2 n 


da ciò si ottiene: 

_ 90 • 2n _ 2n _ n 
360 

Quindi possiamo dire che k !2 radianti corrisponde a 90°. 


13.3 Funzioni goniometriche 


13.3.1 Circonferenza goniometrica 


Prende il nome di circonferenza goniometrica la circonferenza 
avente il centro nell’origine degli assi cartesiani e il raggio uni¬ 
tario (cioè r= 1). 

Inoltre il punto A, di intersezione della circonferenza con il se¬ 
miasse positivo delle x (ascisse), è detto origine degli archi, orien¬ 
tati positivamente nel verso antiorario (fig. 8). 

La lunghezza della circonferenza avente il raggio unitario è ugua¬ 
le a 2 k. 



fig- 8 


13.3.2 Funzioni goniometriche 

Prendiamo un punto P della circonferenza e consideriamo l’arco AP , lungo a, questo ha un 
corrispondente angolo all’origine, che chiameremo AP (fig. 9). 


13.3.2.1 Seno 

Si definisce seno di a (sena) l’ordinata di P, ma dal momento 
che a individua l’angolo AOP, possiamo affermare che sena è 
il seno dell’angolo AOP. 

Come è evidente, essendo r = 1 si ha che 

- 1 < sena < 1 
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Vediamo degli esempi di seno negli altri 3 quadranti: 



Mio 


NOTA. Il seno è quindi la proiezione ortogonale del punto P sull’asse delle ordinate (asse y) e si leg¬ 
ge sull’asse y. 


^ Fissiamo la nostra attenzione sul triangolo OHP, che è 
rettangolo in H ed ha l’angolo HOP di 30° (infatti l’ar¬ 
co AP è uguale a tt/6 che corrisponde a 30°). Notiamo 
che il cateto PH corrisponde a quello PjO, che non è al¬ 
tro che il seno di n/6, cioè del nostro angolo (arco). 

- - 1 71 1 

Poiché OP = 1 • PH = — per definizione allora sen— = —. 

2 6 2 

La funzione seno, quindi, fa corrispondere ad ogni nu¬ 
mero reale a (considerato lunghezza dell’arco AP), il 
numero reale seno.e [-1, 1], ordinata del punto P del¬ 
la circonferenza goniometrica ed estremo dell’arco AP, 
appunto, di lunghezza a: 



f:aeR-> senae [-1, 1] 


Come abbiamo visto, però, ci possiamo trovare davanti ad un angolo che non appartenga al pri¬ 
mo giro cioè [0, jc]; per definire il seno di quell’angolo basta ridurre il nostro angolo al primo 
giro, e trovare il seno dell’angolo ridotto, questo seno sarà anche il seno del nostro angolo. 


^ Immaginiamo di avere un angolo di 390° che, ridot¬ 
to al primo giro è un angolo di 30°; ci accorgiamo 
dalla figura che sen30° = sen390°, quindi possiamo 
affermare con certezza che il seno di un angolo è 
uguale al seno del corrispondente angolo ridotto al 
primo giro. 
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Da quanto visto nell’esempio notiamo che il seno, negli intervalli [2n, 4n], [4n, 6rc], oppure 
[- 2rt, 0], [- 4tt, - 2 ti] (e così per tutti gli altri intervalli reali di questo tipo), assume gli stes¬ 
si valori attribuiti all’intervallo [0, 2n] cioè al primo giro; dato un qualsiasi angolo, apparte¬ 
nente ad uno degli intervalli (giri) sopra citati, questo avrà il seno come il suo corrisponden¬ 
te angolo al primo giro cioè sena= sen (a+ 2 ti) o più genericamente sena= sen (a+ 2k7i) 
con k e Z, dove k + 1 è il numero del giro a cui appartiene l’angolo. 

Infatti se k = 1 si ottiene sena= sen (a+ 2 n) dove a+ 2n appartiene al 2° giro, se k = 2 ottenia¬ 
mo a+ 4tt e cioè il nostro angolo appartiene al 3° giro cioè quello che va da [4tt, 6tt]. 

Dunque il seno è una funzione periodica di periodo 2n. 

Inoltre possiamo affermare che il seno è una funzione definita in tutto R (insieme dei nume¬ 
ri reali) e ha valori compresi tra - 1 e 1, cioè sena e [—1,1] Va e R. 

Riepilogando: 

- Il dominio (insieme di definizione o campo di esistenza) è R. 

- Il codominio è [- 1, 1 ]. 


Da ciò otteniamo il grafico della funzione seno, detto anche sinusoide (fìg. 13). 



La periodicità non conferisce biiettività alla fun¬ 
zione senx sull’intero suo dominio e quindi non 
la rende invertibile. Limitando però il dominio 
all’intervallo [—rr/2; n/2], dove il codominio as¬ 
sume valori biunivocamente compresi nell’in¬ 
tervallo [-1; 1], la stessa funzione sena risulta 
invertibile definendo così la sua funzione inver¬ 
sa arcoseno, ossia: 

a= arcsenx 
(*) 

come l’angolo a compreso in [—n/2; n/2] tale 
che sena è proprio x compreso in [-1; 1 ]. La fìg. 
13a descrive il grafico della (*). 



fig. Ida — Funzione Arcoseno 
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13.3.2.2 Coseno 

Se prendiamo nuovamente il punto P della circonferenza go¬ 
niometrica, si definisce coseno di a (nostro arco AP) l’ascis¬ 
sa di P, e dal momento che a individua l’angolo AOP, possia¬ 
mo affermare che cosa è il coseno dell’angolo AOP. 

È evidente che, come per il seno, anche per il coseno si ha: 

- 1 < cosa < 1 



Vediamo il coseno negli altri 3 quadranti: 



fig■ 15 


NOTA. Il coseno è la proiezione ortogonale del punto P sull’asse delle ascisse (asse x ). 


Come abbiamo visto precedentemente per il seno, il coseno di un angolo superiore a 2 n si tro¬ 
va riducendo l’angolo al primo giro, e cioè cosa = cos (a + 2k7t) con k e Z. 

Anche la funzione coseno è periodica di periodo 2n. 

Inoltre anche il coseno è una funzione definita in tutto R e con valori compresi tra - 1 e 1, cioè 
cosa e [-1,1] Va e R. 


Il grafico della funzione coseno è detto cosinusoide: 
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fig- 16 
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Anche per la inversione della funzione cosa 
valgono le osservazioni fatte per sena; in que¬ 
sto caso il dominio è limitato all’intervallo [0; 
re] dove il coseno assume biunivocamente i va¬ 
lori x compresi in [-1 ; 1] risultando così inver¬ 
tibile e definendo la funzione inversa arcoco- 
seno, ossia: 

a = arcosx 

come l’angolo a compreso in [0; tt] tale che cosa 
è proprio x compreso in [1; —1] (vedi fìg. 16a). 


APPROFONDIMENTO ! 



fis. 16a - Funzione Arcocoseno 
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fig-17 

Dal grafico si evince che le funzioni seru e cosa' sono sovrapponibili, mediante traslazione 
lungo l’asse x di una lunghezza pari a n/2 (fìg. 17). 

Possiamo dimostrare quanto detto in un modo molto semplice: 


AP=a 



fig- 18 


Osservando la fìg. 18, notiamo che essendo AP = a e AQ = a + n/2 i due triangoli rettan¬ 
goli OHP e OKQ sono uguali, quindi OK = OH = cosa, ma OK = sen (a + n/2), risulterà 
cioè sen (a + n/2) = cosa. 

Abbiamo così dimostrato che il seno è uguale al coseno, traslato però di n/2 : 


f \ 

n 

a+ — 

2 


= cosa 
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13.3.2.3 Tangente 

Dato il punto P, tracciata una retta t parallela all’asse y passante per il punto A, diremo tan¬ 
gente di x (nostro angolo o arco), l’ordinata del punto di intersezione tra la retta t ed il pro¬ 
lungamento della retta r (raggio), passante per P (fig. 19). 

Simbolicamente, la tangente di a si indica con tga. 

Nella figura tga= AT. 

E ovvio che la retta r interseca t solo se non è verticale, cioè non deve coincidere con l’asse 
y, il che avviene se P = n/2 (punto B), oppure 3/2 n (punto D). 




fig ■ 20 


Osserviamo come variano i valori della tangente: 

1 ) Se a = 0, T coincide con A, ma A( 1 ; 0) quindi tgO = 0 (fig. 20). 

2) Se 0 < a< n/2, allora tga> 0 poiché T appartiene al primo quadrante dove l’ordinata è po¬ 
sitiva, ed è crescente (fig. 20). 

3) Se n/2 < a< n, allora tga< 0 poiché la T viene individuata nel 4° quadrante, quindi negati¬ 
va e crescente perché passa da valori negativi molto grandi, a valori via via vicini allo zero 
(fig. 20). 

Si nota che è più grande di T e quindi tga cresce. 

4) Se a= n, T coincide con A e quindi tgn = 0 (fig. 20). 

5) Se n < a< 3/2n si ha tga> 0, poiché la T si viene a trovare nel 1° quadrante, ed è via 
via crescente perché passa da valori vicini allo zero a valori positivi sempre più grandi 
(fig. 21). Nel caso in esame si vede chiaramente che tgaè crescente. 

6) Se 3/2n < a< 2n, allora tga< 0 perché T appartiene di nuovo al 4° quadrante, ed è cre¬ 
scente perché, come prima, passa da valori negativi molto grandi a valori negativi vicini 
allo zero (fig. 22). Si nota che è più grande di T (fig. 22). 

7) Se a= 2n, T coincide nuovamente con A e tga= 0 (fig. 22). 
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fig■ 21 


fig■ 22 


Come abbiamo visto per le funzioni seno e coseno, anche la tangente è definita al di fuori 
dell’intervallo [0, 2n], e quindi anche per questa possiamo scrivere tga= tg (a+ 2kn). 
Bisogna tener presente che, come la tangente non è definita per a = n/2 e a= 3/2n, non sarà 
definita per a = n/2 + 2kn e a = 3/2n + 2kn e cioè a = n/2 + kn, con k e Z. Esaminando la 
tangente ci accorgiamo che i valori da essa assunti nell’intervallo [0, n] sono gli stessi assun¬ 
ti nell’intervallo [ti, 2n], 

Per questo possiamo dire che tga= tg (a+ rt). 

In generale, quindi, la funzione tangente è periodica di periodo kn e cioè: 


tga = tg (a + kn) con k e Z 


In precedenza si era detto che per i valori n/2 e 3/2n, la tangente non era definita, in quanto 
se P corrispondesse ad esempio a n/2 la retta r e la retta t sarebbero parallele, quindi si incon¬ 
trerebbero solo all’infinito. 

Allora proviamo a definire il limite di questa tangente avvicinandoci a n/2. 

Tale accostamento a n/2 può avvenire sia da destra che da sinistra; se partiamo da A e andia¬ 
mo verso n/2 (in senso antiorario), i valori della tangente crescono e vanno verso +°°; se par¬ 
tiamo da n e andiamo verso n/2 (in senso orario), i valori della tangente decrescono e vanno 
verso -oo. 

Disegniamo quindi il grafico della funzione tangente. 
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La funzione y = tg.r ha infiniti asintoti verticali di equazione x = n/2 + krt con k e Z , ed inol¬ 
tre è sempre crescente in ogni intervallo di ampiezza tt. 


NOTA. Gli asintoti sono rette tangenti alla curva all'infinito. 


Anche la funzione tangente ammette la funzione inversa limitando il dominio all’intervallo 
aperto [-tt/ 2; n/2]. Dato un numero x e R, dcfì ni timo arcotangente di x l’angolo unico a com¬ 
preso nell'intervallo [- rt/2; rt/2] tale che tga = x (fig. 23a). 



fig. 23a - Funzione Arcotangente 
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13.3.2.4 Cotangente 

Riprendiamo il punto P, tracciata una retta n parallela 
all’asse delle x (asse delle ascisse) passante per il pun¬ 
to B, di coordinate (0; 1) (in pratica n/2), diremo cotan¬ 
gente di a (nostro arco o angolo) l’ascissa del punto di 
intersezione tra la retta n ed il prolungamento della ret¬ 
ta r (raggio) passante per P (fìg. 24). 

La cotangente di a si indica con ctga. 

Dalla definizione data risulta: ctga= BN. 



È evidente che la retta r interseca la retta n solo se non è anch’essa orizzontale, il che avvie¬ 
ne quando P coincide o con A o con n (punto C), o meglio quando: 


P = 0 o P = tt o P = 2 tt 


Osserviamo ora il comportamento della cotangente: 



Dalla fìg. 25 si evince che se 0 < a< n/2 la cotangente decresce sempre passando per zero, 
infatti nel punto P = B e N = B l’ascissa di N = 0. 

Anche tra n < a< 2n la cotangente decresce, partendo da numeri positivi molto grandi, arri¬ 
vando allo zero in P = 3/2 tt, e continuando a decrescere andando verso valori negativi sempre 
più grandi (fìg. 26). 
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La cotangente, pertanto, è anch’essa una funzione periodica di periodo ti, quindi viene definita an¬ 
che al di fuori dell’intervallo [0, 2tt], ovviamente in maniera periodica rispettando l’uguaglianza: 

ctga= ctg (a+ 2k7t) 

In generale, come per la tangente, i valori della cotangente nell’intervallo ]0, rt[ si ritrovano 
nell’intervallo ]n, 2rt[, quindi si ha: 

ctga= ctg (a+ kn) con keZ 


Ricordiamo, però, che se P = A oppure P = C la retta r è parallela alla retta n, le due rette si 
incontrano solo all’infinito, quindi i punti kn sono asintoti della funzione. 

Da quanto detto prima otteniamo il seguente grafico della funzione cotangente. 
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Come abbiamo visto per la tangente, la funzione y = ctgx ha infiniti asintoti verticali di equa¬ 
zione x - kit con k e Z, ed inoltre è sempre decrescente in ogni intervallo di ampiezza n. 

Anche la funzione cotangente ammette la funzione inversa limitando il dominio all’interval¬ 
lo aperto [-tt/2; tc/2]. Dato un numero x e R, definiamo arcocotangente di x l’angolo unico 
a compreso nell’intervallo [0; rt] tale che cotga = x (fìg. 27a). 



13.3.3 Relazioni tra le funzioni goniometriche 

Relazione fra seno e coseno 
Teorema fondamentale 

La somma dei quadrati del seno e del coseno dello stesso arco è uguale ad 1. 

sen 2 a + cos 2 a = 1 


Tangente 

La tangente di un arco può essere espressa anche come rapporto tra seno e coseno'. 

sena w , , 

tga = - Vx^ lai ke Z 

cosa 


Con riferimento alla fìg. 28, i due triangoli rettangoli in 
Q ed A, OQP e OAT rispettivamente, sono simili per ave¬ 
re in comune l’angolo a, pertanto possiamo scrivere: 
QP:OQ=AT :ÒA 

Se dividiamo tutti i segmenti della relazione per OA (OA 
= OP è il raggio della circonferenza che, quando la con¬ 
sideriamo goniometrica, risulta di lunghezza unitaria) 
otteniamo: 


QP OQ _ AT OA 
OA ' OA ~ OA ' OA 
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Ricordando le definizioni di seno e coseno, la relazione di cui sopra diviene: 

sena : cosa = tga : 1 


da cui: 


sena 

tga =- 

cosa 


Se ricordiamo i grafici del seno e del coseno con i loro zeri, la definizione di tangente sopra 
data ci spiega gli zeri e gli asintoti verticali della funzione tangente già descritta. 

Cotangente 

La cotangente di un arco può essere espressa anche come il reciproco della tangente: 


e inoltre: 


ctga =- e quindi tga =- 

tga ctga 


ctga = 


cosa 

sena 


V.v *k— k€zZ 
2 


Queste relazioni costituiscono le relazioni fondamentali della goniometria. 


> 



(30°) 


JT 

tg 6 



ji 


cos — 
6 


2 

V3 

2 


V3 


razionalizziamo 


^ V3 _ V3 
V3 V3 _ 3 



JT 

cos— 

6 



s/3 



2 


Si nota che sono l’una il reciproco dell’altra. 



Con riferimento alla fig. 29 i due triangoli rettangoli in 
R e B, ORP ed OBS rispettivamente, sono simili per 
avere in comune l’angolo POB pertanto possiamo scri¬ 
vere: 


RP : OR = BS : OB 

essendo però: 

RP = OQ 
ÒR = QP 
ÒB = QA 
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possiamo riscrivere la precedente relazione come: 


OQ:QP = BS:OA 

dividiamo ora per OA: 

OQ QP BS OA 
OA ' OA ~ OA ' OA 


Ricordando le definizioni di seno e coseno, la relazione diviene: 

cosa : sena = ctga : 1 


da cui: 


cosa 

ctga =- 

sena 


Se ricordiamo i grafici del seno e del coseno con i loro zeri, la definizione di cotangen¬ 
te sopra data ci spiega gli zeri e gli asintoti verticali della funzione cotangente già de¬ 
scritta. 


13.3.4 Relazione tra le funzioni goniometriche di uno stesso arco, valori parti¬ 
colari (18°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270° e 360°) 


Arco di 18° ^ 

Se consideriamo che il nostro angolo AOP è di 18° l’an¬ 
golo QOP sarà di 36° (fig. 30), allora il segmento QP non 
è altro che il lato del decagono regolare inscritto nella cir¬ 


conferenza e pertanto uguale alla sezione aurea del raggio 

— rU 5—l) 

r , cioè QP = —i 


Da ciò ne deriva che PP | = — ( J5 - I j, da cui si ottiene che: 



V5-1 

seni 8° =- 

4 

A questo punto, conoscendo il seno, possiamo trovare le altre funzioni goniometriche. 
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V 5-1 [3^/5 

V10 + 2V5 VIO + 2V5 V0 + 2 y /5 V5 + V5 

se poi razionalizziamo il denominatore otteniamo: 



1 

c tg 18 ° = tg i8° 


1 


.-|V5 


che razionalizzando diventa: 


1 + — V5 

1 + — -V 5 

l + ^-V5 

5 

5 

5 

1 + — -5 \ 
25 ) 

! 

'sf I IO 

1 

1 

5 


^l + |V5j=v/5 + 2V5 
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Arco di 30° 

Disegniamo un angolo di 30° inscritto nella nostra cir¬ 
conferenza (fìg. 31). 

Osservando attentamente la figura ci accorgiamo che PP 
= 1/2 PQ, ma ci accorgiamo che il triangolo OPQ ha l'an¬ 
golo POQ di 60°, ma anche gli altri due misurano 60°, in 
quanto i due triangoli rettangoli da cui è formato hanno 
in OPP 1 e in OQP ] l’angolo di 60°. 

Ma allora se il triangolo OPQ ha 3 angoli di 60° è un trian¬ 
golo equilatero, cioè con tre lati uguali, e dal momento 
che OP e OQ sono uguali are cioè 1, anche PQ è ugua¬ 
le a 1; dal momento che: 



PP, = 1 PQ, PP, 


e cioè 


sen 30° 


1 

2 


Dalle formule viste in precedenza si ha poi: 


cos30° = Vi- sen 2 30° 



V3 

2 


A questo punto possiamo scrivere: 


tg30° 


sen30° 

cos30° 


ctg30° = 


cos30° 

sen30° 


1 

2 1 

V3 V3 

2 


V3 



2 


V3 

3 


Arco di 45° 

Osservando la fig. 32 si nota che PP e PP 2 sono uguali e 
quindi sen 45° = cos 45°. 

L’angolo POQ è di 90° e, essendo sia OP che OQ uguali 
are cioè 1, applicando il teorema di Pitagora si ha: 



fig- 32 


edises 


EdiSES 














628 Parte Quarta La prova orale di Matematica 


pq = VT+I = VI 

sen 45° = — 

2 

cos 45° = — 

2 


tg = 


sen45° 

cos45° 


= 1 


ma il seno di 45° è uguale a PPj cioè 


PQ ■ n 

, e quindi 


Ctg = 1 


Arco di 60° 



Se osserviamo la fig. 33 ci accorgiamo che il seno di 60° 
è uguale al coseno di 30°, e il coseno di 60° è uguale al 
seno di 30°. Infatti il seno di 60°, e cioè OP |5 è il coseno 
di 30°, e il coseno di 60° e cioè OP, è il seno di 30°. 

Quindi: 

sen 60° = cos 30° = 

2 

cos 60° = sen 30° = — 

2 


tg 60° = ctg 30° = VI 


ctg 60° = tg 30° 


V3 

3 


Archi di 90°, 180°, 270° e 360° 

Facendo riferimento alla circonferenza goniometrica, anche se banale, è bene ricordare i valori 
notevoli che le funzioni goniometriche assumono sugli assi delle ascisse e delle ordinate. 


In particolare essi sono riferiti sia in gradi che in radianti: 


sen 90° = 1 
cos 90° = 0 
tg 90° = non esiste 
ctg 90° = 0 


71 

sen— = 1 
2 

71 n 
cos— = 0 

2 

JT 

tg— = non esiste 
2 

jt _ 
ctg-.O 
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seni 80° = 0 


semi = 0 


cosi80° = -1 
tg 180° = 0 
ctgl80° = non esiste 


costi = -1 
tgJi = 0 

ctgji = non esiste 


sen270° = -l 
cos270° = 0 
tg 270° = non esiste 
ctg 270° = 0 


3ji . 
sen— = -1 
2 

3ji 

cos — = 0 
2 

3ji 

tg— = non esiste 
6 2 

3ji 

ctg T = ° 


’sen 360° = sen 0° = 0 
cos 360° = cos 0° = 1 
tg360° = tg0° = 0 
ctg 360° = ctg0° = non esiste 


’sen2n = sen0°= 0 
cos2ji = cos0°= 1 
tg2n = tg0°=0 
ctg2n = ctg0°= non esiste 


Tabella riepilogativa 

In chiusura di questo paragrafo è bene riproporre, a scopo conclusivo, una tabella riepiloga¬ 
tiva con i valori delle funzioni goniometriche fino ad ora viste al fine di poterla utilizzare come 
specchietto per la risoluzione degli esercizi di goniometria oppure per un eventuale ripasso. 


ANGOLO 


FUNZIONE GONIOMETRIA 


GRADI 

RADIANTI 

SENO 

COSENO 

TANGENTE 

COTANGENTE 

0° 

0 

0 

ì 

0 

non esiste 


K 

V5-1 

VlO + 2^ 

V25 - 1075 


18° 





V5 + 275 


10 

4 

4 

5 



K 

1 

V3 

a/3 


o 

O 

CO 


— 



a/3 


6 

2 

2 

3 



K 

V2 

V2 



45° 

— 

— 

— 

1 

1 


4 

2 

2 




K 

V3 

i 


a/3 

o 

O 

70 



— 

a/3 



3 

2 

2 


3 


71 





to 

o 

o 

— 

1 

0 

non esiste 

0 


2 





180° 

K 

0 

-1 

0 

non esiste 


3 





270° 

“ 71 

-1 

0 

non esiste 

0 


2 





360° 

271 

0 

1 

0 

non esiste 
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USO DELLA CALCOLATRICE IN GONIOMETRIA 


Quando le funzioni goniometriche di uno stesso arco non sono note e non è semplice deter¬ 
minarle, si ricorre all’uso della calcolatrice. 

Prima di utilizzare le funzioni goniometriche dirette ed inverse occorre SEMPRE accertarsi 
che la calcolatrice stia lavorando con la corretta unità di misura degli angoli, che può essere 
visualizzata sul quadrante: DEG oppure D per i gradi sessagesimali, RAD oppure R per i ra¬ 
dianti, GRAD per i gradienti (da non confondere assolutamente con i gradi sessagesimali). Si 
può cambiare unità con un tasto del tipo DRG oppure in altri modi, a seconda della calcola¬ 
trice. 


Funzioni goniometriche 

1 tasti della calcolatrice per determinare le funzioni goniometriche sono i seguenti: 

sin: calcola il seno di un angolo, 
cos: calcola il coseno di un angolo, 
tan: calcola la tangente di un angolo. 

Funzioni goniometriche inverse 

I tasti della calcolatrice per determinare le funzioni goniometriche inverse sono i seguenti: 
sin -1 (arcoseno): determina un angolo in base al valore seno. 

cos -1 (arcocoseno): determina un angolo in base al valore coseno. 

tan -1 (arcotangente): determina un angolo in base al valore tangente. 

Prima di premere i tasti delle funzioni goniometriche inverse bisogna premere il tasto 2ndF 
o SHIFT. 


13.3.5 Relazione tra le funzioni goniometriche di archi superiori a 360°, di ar¬ 
chi SUPPLEMENTARI, COMPLEMENTARI, ESPLEMENTARI, OPPOSTI E DI ARCHI CHE DIFFERI¬ 
SCONO DI 90°, 180°, 270° 

Abbiamo già visto che le funzioni goniometriche, essendo periodiche, si ripetono, cioè assu¬ 
mono lo stesso valore ad intervalli regolari di 2 jc radianti (360°), pertanto fissato un generico 
k eZ possiamo affermare, sia in termini di radianti che in termini di gradi, che: 


sen(a + k ■ 2n) = sena 
cos(a + k ■ 2n) = cosa 
tg(a + £-27t) = tga 
ctg(a + &-2jt) = ctga 


sen(a + k ■ 360°) = sena 
cos(a + k • 360°) = cosa 
tg(a + £-360°) = tga 
ctg(a + k ■ 360°) = ctga 


In base alla suddetta definizione, acquista senso parlare di seno, coseno, tangente e cotangen¬ 
te di angoli orientati superiori ad un angolo giro. 


Osservazione sugli insiemi di definizione 

Poiché avaria in R, possiamo parlare di seno e coseno di un numero reale. 
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Un discorso a parte riguarda la tangente e la cotangente. 

Come visto la tangente perde di significato per: 

a = — + kn a = 90° + /:• 180° 

2 

mentre la cotangente perde significato per: 

a=kn<^>a=k ■ 180° 


Allora possiamo riassumere affermando che: 


Insiemi di definizione delle funzioni goniometriche 


sena => Va G R 
cosa => Va G R 

tga =s> Va G R -+ fcrc j k G Z 
ctga =s> Va GR-{Crc} iGZ 


Angoli associati 

Dalla geometria definiamo: 

- angoli supplementari - angoli la cui somma è jt radianti (180°); 

- angoli complementari - angoli la cui somma è Jt/2radianti (90°); 

- angoli opposti - angoli la cui somma è 0; 

- angoli esplementari - angoli la cui somma è 27t radianti (360°). 

Nella goniometria, assegnato un angolo aorientato, definiamo angoli associati all’angolo a, 
tutti quegli angoli le cui funzioni goniometriche, in valore assoluto, sono uguali a quelle 
dell’angolo a. 

Consideriamo la fig. 34. 

Essa rappresenta una circonferenza goniometrica di 
centro O e raggio unitario, sulla quale abbiamo in¬ 
dicato dei punti notevoli caratterizzati dal fatto che 
ad ogni punto corrisponde un preciso angolo sulla 
circonferenza stessa, in particolare: 

Pi =>a 

P, => — - a » 90° - a 
" 2 

P 3 => — + a <=> 90° + a 
2 

P 4 =>7t-a<=> 180°-a 
P 5 =>7t + a<=>180° + a 
P 6 =>-a o (27t-a)«-a o (360°-a) 

dove aè l’angolo indicato in figura (acuto e positivo). 
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Indicate, quindi, con H 3 , H,, H 3 e H 4 le proiezioni sull’asse delle ascisse, rispettivamente, di P 
(e P 6 ), P„ P 3 , P 4 (e P 5 ), notiamo che i triangoli rettangoli OH^, OH 2 P 2 , OH 3 P 3 , OH 4 P 4 , OH 5 P 5 e 
OH 6 P 6 sono tutti uguali poiché hanno la stessa ipotenusa ed uno degli angoli acuti pari ad a. 

In particolare i cateti di questi triangoli ci forniscono proprio le formule degli angoli asso¬ 
ciati, cioè i valori delle funzioni goniometriche relativi agli angoli associati in oggetto. 

Gli angoli associati di seguito sono espressi sia in gradi che in radianti, in maniera tale da po¬ 
ter tenere presente continuamente la relazione che intercorre tra le due scale. 


Consideriamo caso per caso: 
- Angoli complementari 


sen| — — a |= sen(90°-a) = cosa=> essendo H 2 P 2 =OHj 


cos( '^-aj = cos(90°-a) 


— a) = sena => essendo OH 2 = P, H, 


tg ^ — — a j = tg(90°-a) = ctga => dividendo membro a membro i suddetti 
Angoli che differiscono di un angolo retto 


sen^ —+ aj= sen(90° + a) = cosa => essendo H 3 P 3 =OH 1 

cos^ + aj = cos(90° + a) = — sena=> essendo OH 3 =-P 1 H 1 

tgl ^ + a J = tg(90° + a) = -ctga => dividendo membro a membro i suddetti 


- Angoli supplementari 

sen(7t-a)= sen(l80°-a)= sena=> essendo H 4 P 4 =H 1 P 1 
• cos(jt-a) = cos(l80°-a) = -cosa=> essendo OH 4 =-OHj 
tg(7t — a) = tg(l80°- a) = —tga => dividendo membro a membro i suddetti 


- Angoli che differiscono di un angolo piatto 

sen(7t + a)= sen(l80° + a) = -sena => essendo H 4 P 5 = -HjPj 
• cos(7t + a) = cos(l80° + a) = -cosa=> essendo OH 4 =-OH, 
tg(7t + a) = tg(l80° + a) = tga => dividendo membro a membro i suddetti 


- Angoli opposti ed esplementari 

sen(-a) = sen(2jt — a) = sen(360°- a) = -sena => essendo H 1 P 6 =-H P 3 
■ cos(-a) = cos(2jt-a) = cos(360°-a) = cosa=> essendo OH, = OH, 
tg(-a) = tg(2jt- a) = tg(360°- a) = -tga => dividendo membro a membro i suddetti 


Osservazione : siamo partiti dall’ipotesi che a fosse acuto ed orientato positivamente, tuttavia 
le stesse formule valgono se ipotizziamo a ottuso e positivo, oppure negativo. 
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Angoli complementari 

Ipotizziamo di voler calcolare seno, coseno e tangente di un angolo (3= 30°, utilizzan¬ 
do le formule degli angoli associati nel caso di angoli complementari. 

In tal caso dobbiamo tenere contro del fatto che: 


(3=90° - a=30° => a=60° 


Quindi avremo, in base alle formule relative agli angoli associati complementari e te¬ 
nendo presente quanto detto a proposito dei valori delle funzioni goniometriche di un 
angolo di 60°, che: 


sen30° = sen|90° - aj = cos a = cos 60° = ^ 


cos30° = cos j90° — aj = sena= sen60° = 


s 


tg30° = t g (90° - aj = ctg a = ctg60° 


s 


Angoli che differiscono di un angolo retto 

La relazione che lega gli angoli che differiscono di un angolo retto è: 

B = 90° + a <s> B = — + a 
2 


sulla base della suddetta ecco alcuni esempi: 

senl35° = senj90° + aj = senj90° + 45°j = cos 45° = ^ 

cosi 20° = cos ^90° + aj = cos(90° + 30°) = -sen30°=-- 

[Z 

tgl50° = tg (90° + a) = tg (90° + 60°) = -ctg60° = - — 


Angoli supplementari 

La relazione che lega gli angoli supplementari è: 


p=180°-a <=> p=7t-a 

Sulla base della suddetta relazione, ecco gli esempi proposti nel caso precedente, però 
risolti considerando gli angoli supplementari: 

o £ 


senl35° = sen(l80°-aj = sen(l80°-45°) = sen45° = 

cos 120° = cos jl80° - aj = cos (l80° - 60°) = -cos60° = -- 

[Z 

tgl50° = tg(l80°-a) =tg(l80°-30j =-tg30° = - — 
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Angoli che differiscono di un angolo piatto 

La relazione che lega gli angoli che differiscono di un angolo piatto è: 

P=180° + a p = jt+a 

Sulla base della suddetta relazione, ecco alcuni esempi 
sen225° = sen(l80° + a) = sen|l80° + 45°j =-sen45° = 

■ co s240° = co s |l80° + a) = cos (l80° + 60°) = - cos 60° : 
tg240° = tg (180° + a) = tg (180° + 60°) = tg60° = S 

Angoli opposti ed esplementari 

La relazione che lega gli angoli opposti e/o esplementari è: 

p=360°-a=-a <^> p=2jt-a=-a 



sulla base della suddetta relazione, ecco alcuni esempi: 

sen315° = sen|-45°j = sen|-aj = sen|360° - 45°) = -sen45° = - 
• cos300° = cos(-60°j = cos(-aj = cos(360° -60°j = cos60° = - 
tg330° = tg(-30°) = tg(-ct) = tg(360°-30°) =-tg30° =-y 


6 

2 


Esercizio. Gli esercizi proposti come esempi sono stati fatti considerando le ampiezze degli 
angoli in gradi. Un utile esercizio potrebbe essere la risoluzione degli stessi esempi proposti 
però indicando le ampiezze degli angoli in radianti. 


13.4 Formule di addizione e sottrazione degli angoli 


Definiamo formule di addizione e sottrazione degli angoli quelle formule che consentono di 
esprimere le funzioni goniometriche della somma o della differenza di due o più angoli attra¬ 
verso le funzioni goniometriche degli angoli stessi. 

Per la definizione delle suddette formule seguiremo un procedimento dovuto a Cauchy che 
utilizza la formula della distanza tra due punti, note le loro coordinate. 
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Con riferimento alle fig. 35a e 35b ci proponiamo di determinare cos(a - (3). Nella figura 35a 
è rappresentata la circonferenza goniometrica e i due angoli a e [3; nella figura 35b è rappre¬ 
sentato il triangolo isoscele POQ il cui angolo al vertice O è proprio la differenza a - (3. Sul¬ 
la stessa circonferenza rappresentiamo un triangolo congruente con quello di cui sopra di ver¬ 
tici AOB (ottenuto per rotazione di POQ di un angolo (3 fino a far coincidere il lato OQ con 
OA sull’asse x) che ha un lato coincidente con l’asse x. Nella figura 35b le coordinate dei pun¬ 
ti elencati sono: 

- O = (0; 0) 

- P = (cos a; sen a) 

- Q = (cos (3; sen (3) 

- A = (1; 0) 

- B = (cos(a - (3); sen(a - [3)) 

Con tali coordinate andiamo ad esprimere le due lunghezze PQ e AB che poi uguaglieremo, 
vista la congruenza dei due triangoli. 

V(cosa - cosP) 2 + (sena - senP) 2 = V( cos(a - P) - l ) 2 + sen 2 (a - P) 

Sviluppando i calcoli e ricordando che cos 2 a + sen 2 a = 1 perveniamo alla prima delle formu¬ 
le cercate: 


cos (a - (3) = cosa cos(3 + sen a sen(3 

Se in tale formula sostituiamo a (3 il suo opposto (-(3) e considerando che due angoli opposti 
conservano il seno ed hanno coseni opposti: 

cos (a + (3) = cos a cos[3 - sen a sen(3 

Se nella prima formula sostituiamo ad a (90° - a) e consideriamo che gli angoli complemen¬ 
tari hanno le funzioni seno e coseno scambiate tra loro: 

sen (a + (3) = sena cos(3 + cos a sen(3 
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sostituiamo ora in tale formula [3 con -(3: 

sen (a - (3) = sena cos(3 - cosa sen(3 


Per ricavare le analoghe formule per tangenti e cotangenti basta applicare le definizioni, ov¬ 
vero: 


tg(a + (3) 


sen(a + (3) 
cos(a + (3) 


sena cos(3 + cosa sen(3 
cosa cos(3 - sena sen(3 


Dividendo numeratore e denominatore per cosa cos(3 supposti diversi da zero: 


tg (a + (3) = 


tga + tg[3 
1 - tga tg(3 


se in tale formula andiamo a sostituire (3 con -[3 e ricordiamo che tg(—(3) = —tg(3: 


tg (a - (3) = 


tga — tg[3 
1 + tga tg(3 


Un procedimento analogo ci consente di definire le formule per la cotangente (il divisore co¬ 
mune ora è il prodotto sena sen(3 supposto diverso da zero): 


ctg(a + |3) 
ctg(a-|3) 


ctga ctg(3 -1 
ctga + ctg|3 
ctga ctg(3 +1 
ctg|3 - ctga 


13.5 Formule di duplicazione 

Dalle formule del paragrafo precedente, ponendo (3 = a otteniamo le formule che consento¬ 
no di ricavare i valori delle funzioni goniometriche dell’angolo 2a noti quelli dell’angolo a: 


sen2a = 2 sena cosa 


tg2a = 


2tga 
1 - tg 2 a 


cos 2a = cos 2 a - sen 2 a 


ctg2a ■■ 


ctg a -1 
2ctga 


Le prime due formule possono essere espresse in funzione della tangente dividendo le espres¬ 
sioni a secondo membro per cos 2 a + sen 2 a di valore unitario: 


2sena cosoc 

sen2a =-^^— dividiamo ora denominatore e numeratore per cos 2 a 

sen"a + cos a 
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sen2a = 


2sena cosa 
cos 2 a 

serra+ cos 2 a 
cos 2 a 


2tga 
l + tg 2 a 


analogamente per cos2a 


cos2a = 


1 ~ tg 2 a 
1 + tg 2 a 


Se sostituiamo nelle precedenti formule a con a/2 e poniamo tg— = t otteniamo le così det¬ 
te formule parametriche: 


2t 1 - t 2 2t 

sena = -r- cosa =-tga =-; 

i+1 2 i+1 2 i -1 


13.6 Formule di bisezione 


Le formule di bisezione esprimono le funzioni goniometriche della metà di un angolo in ter¬ 
mini di funzioni goniometriche dell’angolo stesso. 

Consideriamo il sistema seguente: 


cos 2 a - sen 2 a = cos 2a 
sen 2 a + cos 2 a = 1 


sommando e sottraendo otteniamo: 


1 + cos2a 


cos a = 


2 1 - cos2a 

sen a - - 


sostituendo a con a/2 ed estraendo la radice: 

a 1 1 - cosa 

sen-= ± - 

2 V 2 

dividendo le precedenti membro a membro 

a Vi - cosa a Vi + cosa 

^—= ± ~r== a& — =±-r== 

2 VI + cosa 2 VI - cosa 

l’ambiguità di segno è eliminabile solo attraverso la conoscenza del quadrante di appartenen¬ 
za di a/2. Per razionalizzazione dei denominatori o dei numeratori nelle precedenti formule 
otteniamo ulteriori formule di bisezione per tangente e cotangente 


a 11 + cosa 

cos-±. - 

2 V 2 
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a sena 
2 1 + cosa 



1 + cosa 
sena 


a 1 - cosa 
2 sena 



sena 
1 - cosa 


13.7 Formule di Prostaferesi 


Le formule di Prostaferesi sono utilizzate per trasformare espressioni nelle quali figurano som¬ 
me e sottrazioni di funzioni goniometriche in espressioni dove figurano prodotti o divisioni 
delle stesse. 

Per ricavarle consideriamo le formule di addizione e sottrazione per il seno che andremo a 
sommare e sottrarre membro a membro e separatamente quelle per il coseno per lo stesso pro¬ 
cedimento. 

Dalle formule: 

sen(a + b) = sena cosb + cosa senb 
sen(a - b) = sena cosb - cosa senb 
cos(a - b) = cosa cosb + sena senb 

cos(a + b) = cosa cosb - sena senb (1) 

sommando e sottraendo: 

cos(a + b) + cos(a - b) = 2cosa cosb 
cos(a + b) - cos(a - b) = -2sena senb 
sen(a + b) + sen(a - b) = 2sena cosb 

sen(a + b) - sen(a - b) = 2cosa senb (2) 


. , , „ oh- (3 a-|3 

ponendo a + b = a e a - b = p, avremo: a = —-— eb = —-—. 

Da cui, le (2) divengono: 

sena + senp = 2sen^-(a + p)cos^-(a~p) 

sena-senp = 2cos^-(a + p)sen^-(a-p) 

cosa + cosp = 2cos^-(a + p)cos^-(a - p) 

cosa - cosp = -2sen^-(a + p)sen^-(a - p) 


c.v.d. 


Le formule di Prostaferesi per tangente e cotangente si possono ricavare partendo dalla defi¬ 
nizione delle due funzioni: 


tga ± tgp 


sena senp 
cosa cosp 


ctga + ctgp 


cosa cosa 
sena sena 
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eseguendo i calcoli: 



cosa cos|3 



sena sen[> 


Una applicazione delle formule appena ricavate per seno e coseno è nelle così dette formule 
di Nepero che consentono di ricavare una formula breve per rapporti tra somme e sottrazio¬ 
ni di seni e coseni come nella espressione: 



2 


2 



Analogamente per tutte le altre possibili combinazioni. 

13.8 Formule di Werner 

Le formule di Werner possono essere considerate formule di inversione delle formule di Pro- 
staferesi e consentono di trasformare prodotti di funzioni goniometriche di due angoli in som¬ 
me e differenze di funzioni goniometriche. Sono ottenibili dalle formule di addizione e sot¬ 
trazione come si evince dal secondo termine delle formule stesse: 



13.9 Identità goniometriche 

Definizione: si dice identità goniometrica ogni uguaglianza fra due espressioni contenenti 
funzioni goniometriche di uno o più angoli, che sia verificata per qualunque valore attribui¬ 
to agli angoli, tranne quei valori per i quali l’espressione perde significato. 

Nei paragrafi precedenti ne abbiamo incontrate diverse come: 
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1) sen 2 a + cos 2 a = 1 valida Va e R; 


sena 

tga = 

71 

valida Va ^ — + kn 

keZ 

cosa 

2 


cosa 

ctga =- 

sena 

valida \/a^ kn 

keZ 

1 

ctga - 

tga 

valida Va * kn 

k<=Z 


Per verificare nuove identità, cioè per verificare se due espressioni goniometriche sono tra loro 
identiche, si cerca, attraverso opportune trasformazioni, di ricondursi a identità già note. 
Facciamo due esempi: 


^ Verificare la seguente identità: 

cos 3 x + sen 2 x cos x + 3 cos x = 4 cos x 

Ricordando che: 

cos 2 * + sen 2 x = 1 

possiamo quindi scrivere: 

cos x (cos 2 * + sen 2 x) + 3 cos x = 4 cos x 

sostituendo si ha: 

cos x (1) + 3 cos x = 4 cos x 
cos x + 3 cos x = 4 cos x 
4 cos x = 4 cos x 

L’identità è perciò verificata. 


> 


Verificare la seguente identità: 

sen 2 a+ 2cos 2 a+ cos a- 1 = cos a(l + cos a) 

Ricordando che: 


sen 2 a+ cos 2 a= 1 


otteniamo: 


1 + cos 2 a+ cos a- 1 = cos a+ cos 2 a 
cos 2 a + cos a = cos a + cos 2 a 


L’identità è verificata. 


13.10 Equazioni goniometriche 


Si dice equazione goniometrica ogni uguaglianza fra due espressioni contenenti funzioni gonio¬ 
metriche di uno o più angoli, che sia verificata solo per particolari valori attribuiti agli angoli. 

Per la risoluzione delle equazioni goniometriche valgono proprietà analoghe a quelle delle 
equazioni algebriche. È detta soluzione dell’equazione goniometrica ogni valore che sostitu¬ 
ito all’incognita rende uguali i due membri dell’equazione. 

L’equazione goniometrica si dice ad una incognita se in essa compare una sola variabile, come 
nell’equazione cos x + sen x = 1 , oppure a due o più incognite, se in essa compaiono due o 
più variabili, ad esempio cos x + cos y - 1. 
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Infine, un’equazione si dice impossibile se non ha soluzioni, come ad esempio cos x = 2, in¬ 
fatti sappiamo che - 1 < cos x < 1. 


Equazioni elementari 

Sono elementari le seguenti equazioni: 

1) sen.r = m 2) cos x = m } 3) tg x = m 2 4) ctgjc = m 3 

Esaminiamole singolarmente. 


13.10.1 Equazioni elementari con il seno 

L’equazione sen x = m ammette soluzioni solo se - 1 < m < 1, e cioè I m I < 1; se questa con¬ 
dizione su m è soddisfatta, esisterà certamente almeno un angolo a che sia soluzione dell’e¬ 
quazione, ma allora anche l’angolo n - aè soluzione dell’equazione, essendo 
sen (tt - a) = sen a. Allora saranno soluzioni tutti gli angoli multipli di a e n - a, e cioè: 

x = a + 2 kn e x= (n — a) + 2kn VkeZ 


In termini di gradi, gli angoli che soddisfano l’equazione sen x = m sono: 

[ x = a + k ■ 360° 

| x = (180°-a)+ £360° 


Queste soluzioni possono essere ottenute graficamente in¬ 
tersecando la circonferenza goniometrica con la retta y = 
m. Se I m I < 1, la retta interseca la circonferenza in due 
punti P e P„ che sono rispettivamente gli estremi degli ar¬ 
chi di ampiezza a e tt - a(fig. 36). 


> 


Risolvere l’equazione: sen 2 x 


£ 

2 



Dal momento che sen — 
4 


2 


possiamo affermare che: 

JT K 3 

2x = — + 2kn e 2x = it-+ 2kn = — jt + 2kn 

4 4 4 


da cui: 


x = — + kit 


x = — Jt + &Jt 
8 


(* ez) 
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^ Risolvere l’equazione: sen 5x = sen 3x. 

Ricordiamo che sen hx = m con he Re detta a una soluzione, si ha sen a= m. Quindi 
le soluzioni si ottengono dall’uguaglianza: 
hx = a + 2kn 

Il tutto è analogo per un’equazione del tipo sen hx = sen tx, le cui soluzioni sono: 

hx = tx + 2kn 


Allora deve essere: 


5x = 3x + 2kn 


oppure: 


da cui: 


5x = (n - 3x) + 2kn 


5x - 3x = 2kn e 5x + 3x = n + 2kn 


cioè: 


e quindi: 


2x = 2kn 


8x = 7t + 2kn 


2kn 

x = -= kn 

2 


n +2kn n , jc 

x =-= — + k — 

8 8 4 


(k e Z) 


13.10.2 Equazioni elementari con il coseno 

L’equazione cos x = m l ammette soluzioni solo se - 1 < m ] < 1 e cioè Imi < 1; se questa condi¬ 
zione su m 1 è soddisfatta esisterà certamente almeno un angolo ache sia soluzione dell’equa¬ 
zione, ma allora anche l’angolo - aè soluzione essendo cos (- a) 

= cos a. 

Allora saranno soluzioni tutti gli angoli multipli di a e - a, e cioè: 
x = a + 2kn e x = - a + 2kn (k eZ) 


Queste soluzioni possono essere ottenute graficamente intersecan¬ 
do la circonferenza goniometrica con la retta x = m y 
I punti P e P, sono rispettivamente gli estremi degli archi x = a+ 2kn 
ex = - a+ 2kn (fig. 37). 

x 1 

Risolvere l’equazione: cos — = —. 

Essendo cos — jt = -—, si ha: 

3 2 

-=-jt+2&jt e -=--jt+2A:jt 
2 3 2 3 

4 4 

da cui: x = — n + 4kn e x = — n + 4kn 
3 3 
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Risolvere l’equazione: cos Ix - cos —. 

3 

Riprendendo il metodo già visto nell’esempio precedente, deve essere: 


Ix - — + 2 kn 

X _L 'JlsTT 

oppure Ix = - — 

3 

3 

Allora: 


Ix - x = 2kn 

e 1 x + — = 2kn 

3 

3 

Cioè: —x = 2 kn 

e x = 2kn 


quindi: x - 


'j. kn = k 


10 


10 




/ kn- 


11 


, 3 
k —rt 

11 


Risolvere l’equazione: cos^2x--^ j = cos^x+^-j. 


Si deve avere: 2x- 


da cui: 2x - x = — + 


e cioè: 


71 


= x + — + 2kn oppure 2x - 
4 


71 71 


4 6 


+ 2kn oppure 2 x + x 


71 71 

— = — x — — + 2 kn 

6 4 


71 71 

- 1 - 2kn 

6 4 


x = — n + 2 kn e 3 jc=- n + 2kn 

12 12 


x = ~ — n + — kn 

36 3 


13.10.3 Equazioni elementari con la tangente 

L’equazione tg x = m 2 ammette soluzioni qualunque sia /«,, poiché la funzione tangente assu¬ 
me tutti i valori reali. Allora detta a una soluzione tale che tg a= le soluzioni sono tutte 
le: x — a+ kn (A: eZ). 

Queste soluzioni si ottengono graficamente, intersecan¬ 
do la circonferenza goniometrica con la retta y = m r x 
passante per il punto T (1, m 2 ). I punti P e P, sono gli 
estremi degli archi: 

x = a+kn e jc = 7t - a+ ^tt (fig. 38) 


In termini di gradi gli angoli che soddisfano l’equazio¬ 
ne tg x — m 2 sono: x = a+ k ■ 180°. 
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^ Risolvere l’equazione: tgx = —V3. 
2 r 

Essendo tg — n = -V3, si ha: 

3 

2 , 
x = — n + kn 
3 


> 


Risolvere l’equazione: tg4x = -1. 

3 

Dato che tg — 7t = -1, ne segue, come già visto per seno e coseno, che 4x = 
cui: ^ 


— 7t + Art, da 
4 


3 n 

x = — n + k — 
16 4 


13.10.4 Equazioni elementari con la cotangente 



L’equazione ctg x = m y ammette soluzioni qualunque 
sia m , poiché la funzione cotangente può assumere 
qualunque valore reale, e detta a una soluzione tale che 
ctg a= w, si ha che le soluzioni sono: 

x = a + k n (k e Z) 

Graficamente, è possibile determinarle intersecando la 
circonferenza goniometrica con la retta x = in,y pas¬ 
sante per il punto SOng 1 ). I punti e P, sono gli estre¬ 
mi degli archi a+ 2krr e tt + a+ 2kn (fìg. 39). 


Risolvere l’equzione: ctg x = 1. 

Jt Jl 

Poiché ctg — = 1, le soluzioni sono: x = — + kn. 
4 4 


13.11 Equazioni riducibili a equazioni elementari 


Il metodo generale per risolvere un’equazione goniometrica riducibile a equazione elementa¬ 
re di questa specie consiste nell’esprimere tutte le funzioni goniometriche mediante una sola 
funzione e nel prendere questa funzione come incognita ausiliaria; si trasforma, in questo 
modo, l’equazione goniometrica in un’equazione algebrica. 

^ Risolvere l’equazione: 

8cos 2 x - 2senx = 5 (1) 

Per la prima relazione fondamentale della gioniometria cos 2 x + sen 2 x = 1, da cui cos 2 x 
= 1 - serrx, quindi sostituendo nella (1) otteniamo le seguenti equazioni equivalenti: 
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8 - 8sen 2 x - 2 serre -5 = 0 —> 8 sen 2 x + 2senx -3 = 0 
Quest’ultima è di 2° grado in senr; quindi determiniamo le due soluzioni 

-1 ± Vi + 24 

sen x = - 

8 


Da senx = — 
2 




x = 


—h 2kir vx = —7 t + 2k.iT, k eZ. 
6 6 


Da senx =- 

4 


3 3 

—» x = - arcsen — + 2kir v x = ir + arcsen —l- 2kir, k e Z. 

4 4 


Vediamo ora un esempio di equazione riconducibile a un’equazione elementare mediante la 
legge di annullamento del prodotto. 


V- Risolvere l’equazione: 

cotgA' + 2 = cosec.A + 2 cosa 
Scriviamo l’equazione (2) nella forma: 


( 2 ) 


COSA „ 1 

- +2 =- 

sen x sen x 

e, ponendo serur * 0, cioè a * kn otteniamo 
cosa + 2senA - 1 -2cosAsenA = 0 —> 

raccogliendo cosa - 1 

(cosa -1)(1 - 2seru) = 0 —> 


+ 2COSA 


COSA - 1 


COSA = 1 


-2senA(cosA -1 ) = 0 


1 

v seav = — 
2 


Da cosa = 1 

Da sen a = — 
2 


—> a = 2kir, k eZ, che però non sono soluzioni in quanto a * kn. 

77 5 

—» a = —b 2kir v a = — 77 + 2kir, k eZ. 

6 6 


Se gli argomenti delle funzioni goniometriche presenti nell’equazione non sono tutti uguali, 
per prima cosa si cercherà di renderli uguali, applicando opportunamente le note formule, e 
poi si procederà come nei casi precedenti, esprimendo le diverse funzioni goniometriche me¬ 
diante una sola di esse. 


^ Risolvere l’equazione: 


senr + sen — = 0 

2 


Rendiamo gli argomenti uguali trasformando sen a in funzione di — con le formule di 

duplicazione. 

Si avrà 


A A A 

2 sen — cos — + sen — = 0 

2 2 2 


—» 


A 

sen — 

2 


O X , 1 

2 cos — + 1 

2 


= 0 
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che per la legge di annullamento del prodotto 

X X 

- da sen—= 0 —> — — kir — > x = 2kir, keZ ; 

2 2 

x x 1 x 2 4 

- da 2 cos —+1 = 0 -+ cos—=— —» — = 2k'n± — 'n —> x = Akn + — it, keZ. 

2 2 2 2 3 3 


13.11.1 Equazioni lineari in seno e coseno 
Un’equazione lineare in seno e coseno è un’equazione del tipo 

asenx + hcosx + c = 0 (3) 

Vediamo ora due metodi per risolvere questa equazione. 


Primo metodo: formule parametriche 

X 

Si possono esprimere sear e cosx in funzione di tg — mediante le formule parametriche. 

x 2 

Posto ta — = r l'equazione (3) diventa 
2 

2t L l ~t 2 

a - 7 + b - - + c = 0 

1 +t 2 1 + t 2 


X 77 

che risulta equivalente alla (3) solo se ~-^kTr-\ - ¥ x^ 2kir + tt cioè se è x ^ (2k + 1 ) ir, 

keZ. 2 2 


^ Risolvere l’equazione: 

2senx - 3cosx = 3 

Esprimendo serre e cosx mediante le formule parametriche si ottiene: 


4 1 

1 + t 2 


-3 


l-r 

l + t 2 


= 3 


(4) 

(5) 


Questa equazione sarà equivalente a quella data, solo se questa non ammette per solu- 

• TT . v v . _ . .. 

zione — = — \-kir, cioè se ex * (2 k + lm. 

2 2 

In realtà, l’equazione (4) ammette come soluzione x = (2 k + 1 )7t aggiunta a quelle del¬ 
la (5). 

Si ha così 4? - 3 + 3t 2 = 3 + 3t 2 —> 4r = 6 —> t = — 

2 

x 3 x 3 3 

cioè tg— = — —> — = arctg — + kir da cui x = 2arctg — + 2&7r, k e Z. 

2 2 2 2 2 


Secondo metodo: metodo grafico 

Risolviamo l’equazione (3) risolvendo il sistema 


! a sen x + b cos x + c = 0 
cos 2 x+ sen 2 x = 1 
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Poniamo X = cosx e Y = senx e otteniamo il seguente sistema algebrico 

j aY + bX + c = 0 
1 X 2 +Y 2 = l 

che graficamente, con l’ausilio della geometria analitica, rappresenta le intersezioni tra la cir¬ 
conferenza goniometrica e la retta di equazione aY + bX + c = 0. 


^ Risolvere l’equazione: 

senx - V3cosx = V3 
L’equazione data equivale al sistema 

JV-V3x-V3 = o 

|z 2 +r 2 = i 

Risolvendo si ha 

1 

cos X = — 

2 

V3 

sen x = — 
2 

da cui x = (2k + l)Trvx = —TT + 2kTT, keZ. 


X = -l 
Y = 0 


v < 


X = — 
2 

y-^ 

2 


cosx = -1 

—> i v i 

sen x = 0 


13.11.2 Equazioni omogenee di 2° grado in seno e coseno 
Un’equazione omogenea di 2° grado in seno e coseno è un’equazione del tipo 

asen 2 x + èsenxcosx + ccos 2 .r = 0 


in cui tutti i suoi termini sono di 2° grado. 

Per risolvere questa equazione si possono dividere i due membri per cosce, e ottenere un’e¬ 
quazione di 2° grado in tgx. 


L’equazione che si ottiene è equivalente alla (6) solo se cosx * 0 cioè se x * — + kn. 
Occorrerà perciò stabilire se cosx = 0 è una soluzione dell’equazione data (solo se a = 0), e 


in tal caso alle soluzioni ottenute si devono aggiungere le soluzioni x = — + kn. 


^ Risolvere l’equazione: 

sen 2 x - (1 + V3)senxcosx + V3cos 2 x = 0 
Dopo aver osservato che a = 1 * 0 dividiamo per cos 2 x; otteniamo 
tg 2 x - (1 + V3)tgx + V3 = 0 

che risolta dà 

tgx = 1 v tgx = V3 
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77 77 

soddisfatte rispettivamente per x = — + kir v x = — + kir, k eZ. 


Equazioni di 2°grado in seno e coseno, riducibili a omogenee 

L’equazione del tipo 

asen 2 x + ^senxcosx + ccos 2 x = d 
si può rendere omogenea, osservando che 

d = d( cos 2 x + sen 2 x) 

^ Risolvere l’equazione: 

4sen 2 x - V3senxcosx + cos 2 x = 1 

Questa equazione si trasforma nella seguente equazione equivalente 
4sen 2 x - V3 senxcosx + cos 2 x = l(cos 2 x + sen 2 x) 


quindi 

Dividiamo per cosce 
che risolta dà 


3sen 2 x - V3semtcosx = 0 
3tg 2 x - V3tgx = 0 


tgx = 0vtgx 


V3 

3 


soddisfatte rispettivamente per x = kir vx = - + kir, keZ. 


13.11.3 Equazioni simmetriche rispetto a senx e cosx 
Le equazioni simmetriche rispetto a sene e a cosx sono equazioni del tipo 

a(senv + cosx) + bsenxcosx = c 
a(sen 3 x + cos 3 x) = b 

e si possono risolvere ponendo x = 45° + z; con tale sostituzione si riducono ad equazioni di 
2° grado in cosz. 


^ Risolvere l’equazione: 

senx + cosx + senxcosx = 1 
Ponendo x = 45° + z, avremo 


72 . , 

sen x = — ( cos z + sen z ) 
2 


72 , 


e cosx =-(cosz-senz) 

2 


quindi 

senx + cosx = V2 cosz e senxcosx = — (2cos 2 z - 1) 

2 

L’equazione (7) si trasforma nell'equazione 


( 7 ) 
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ossia 


2cos 2 z + 2i/2cosz -3 = 0 


che risolta dà 



z = «60° ±45° e x = 45° + z = 45° + £360° ± 45° 


da cui 


x = £360° + 90° v x = £360°, £ e Z 


13.12 Sistemi di equazioni goniometriche 

È pressoché impossibile dare regole generali per la soluzione di sistemi di equazioni gonio¬ 


metriche; ci limiteremo pertanto a fornire esempi per illustrare alcuni casi di approccio riso¬ 
lutivo. Come vedremo i metodi risolutivi non possono che fondarsi sulla conoscenza delle re¬ 
gole goniometriche ed algebriche. 

Risolvere il seguente sistema: 



Dalla prima equazione si evince che 
x + y = jt/2 + 2 £tt ovvero y - jt/2 + 2kn - x 
che sostituita nella seconda equazione: 


( 1 ) 


I cos (x + j) = 0 
{senx + sen(7t/2 - x) = y/2 


considerando che sen(jt/2 - x) = cosx: 


I cos(x + y) = 0 

\ senx + cosx = \ ; 2 considerando che cosx = r y I - sen 2 x: 

I cos(x + y) = 0 
{senx + Vi- sen 2 x = V2 

La seconda equazione, isolando il radicale ed elevando al quadrato, diviene: 

I cos (x + y) = 0 

{(V2senx- l) 2 = 0 

da cui senx = l/y/2 ovvero: 

x 1 = l/4jt + 2hn e x 2 = 3/47T + 2/m 

a tali x corrisponderanno per la (1): 

=1/4tt+ 2(£ - h)n y 2 = -l/47t+ 2(£- h)n 

Lo stesso sistema possiamo risolverlo utilizzando le formule parametriche per senx e 
cosx nella seconda equazione già scritta in funzione della sola x che diviene: 

2 1 1 ~t 2 r- X 

-= +- r=y2 conf = tg— ovvero: 

1 + t 2 1 + t 2 2 
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(1 + V2)f 2 -2f-l + V2 = 0 da cui: t x = t 2 = V2 - 1 

2 1 2(72 -l) 72 



essendo: 



1-t 2 i-(72-i) 2 72 


da cui le soluzioni già date. 

>- Risolvere il seguente sistema: 

( senx senv = V2/4 
\ cosx cos_y = V2/4 

tale sistema potremo ridurlo convenientemente attraverso le formule di addizione e sot¬ 
trazione alle quali possiamo giungere se sommiamo e sottraiamo membro a membro le 
due equazioni date: 



o anche: 


r cos (x - y) = a/2/2 

[ cos (x - j) = 0 da cui: 

f x-y = ±7t/4 + 2kn 
\ x + y = ±n/2 + 2hn 

Con il metodo di addizione e sottrazione il sistema lineare di arrivo fornisce le soluzio¬ 
ni cercate: 


x = +3/8 n + (h + k)n y = ±1/8 n + (h - k)n 


>• Risolvere il seguente sistema: 


1-73 


cosx + cosy = —— 


cosxcosy = -73 / 2 

Con cambio variabili u = cosx e v = cos v approdiamo al sistema simmetrico: 


1-73 


11 + v = 


2 


uv = a / 3/2 



Ricordando le sostituzioni, le soluzioni da leggere in modo simmetrico sono: 
u - cosx =1/2 x = ±60° + k360° 

V = COSV = - a / 3/2 y = +30° + A:360° 
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Risolvere il seguente sistema: 

senx - V2cosy = 0 
seru' + -\/2cos;y = 2 

Si può risolvere per sostituzione o come di seguito illustrato per somma e sottrazione; 
infatti sommando e sottraendo le due equazioni otteniamo: 

[ senx = 1 =s> x = jt / 2 + 2 far 

[cos i y=l/V2 => y = ±tc/4 + 2fer 

Risolvere il seguente sistema: 

( V 2senx = >/3senv 

[ V2cosx = cosy 

Eleviamo al quadrato le due equazioni e poniamo sen 2 a = 1 
12sen 2 x = 3sen 2 y => f 2(1 — cos 2 x) = 3(1 

[ 2cos 2 x = cos 2 }; => 12cos 2 x = cos 2 y 

Sostituendo la seconda equazione nella prima: 

2(1 - cos 2 x) = 3(1 - 2cos 2 x) => cosx = ±1/2 

Sostituendo nella seconda equazione otteniamo: 
cosy = ± a / 2/2 => y = + jt/4 + 2laz 


- cos 2 a; si ha: 

- COS 2 v) 

=> x = ±7t/3 + 2kn 


13.13 Disequazioni goniometriche 


Per disequazioni goniometriche si intendono diseguaglianze dove l’incognita compare nell’ar¬ 
gomento di funzioni goniometriche in modo diretto o attraverso sue funzioni. 

L’approccio risolutivo in generale consiste nel ridurre le disequazioni date a forme elementari, 
ovvero a diseguaglianze fra due espressioni goniometriche elementari verificate per un ben de¬ 
terminato intervallo di valori compreso nell’insieme dei numeri reali; ad esempio sono del tipo: 
senx > 0 
cosx < 0 
tgx > 0 


13.13.1 Disequazioni elementari 

Analogamente a quanto già visto per le equazioni è possibile individuare nel piano xy, dove 
andiamo a descrivere la circonferenza goniometrica, gli archi aventi per estremo l’ordinata o 
l’ascissa che risolve l’equazione associata alla disequazione elementare data; tale arco forni¬ 
sce la soluzione della disequazione. 

^ senx>V2/2 

le soluzioni della equazione associata sono: x t = 45° + ±360° x 2 = 135° + ±360° come illustra¬ 
to in fig. 40 la soluzione della disequazione data è l’arco definito all’intemo dell’intervallo: 

Xj < X < X 2 
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Nella stessa fig. 40 è anche riportata la rappresentazione della disequazione data nel piano 
xy attraverso il grafico della funzione v = sen x e della retta y — fili 2; su tale rappresenta¬ 
zione gli intervalli risolutivi sono periodicamente compresi negli intervalli x 1 (k), x 2 {k) al ve- 
riare di k. Identiche considerazioni possono essere fatte per le altre funzioni goniometriche. 

Disequazioni riconducibili a disequazioni elementari 

Sono quelle disequazioni che attraverso semplificazioni possono essere ridotte alle forme ele¬ 
mentari (1) attraverso l’uso delle formule goniometriche note. 

^ 2sen 2 x + cosi' - 1 < 0 l’equazione associata ha soluzioni: 
cosXj = 1 => x 1 = 0° + k360° 

cosx 2 = -l/2 => x 2 = ±120° + £360° 

In fig. 41 rappresentiamo sulla circonferenza 
goniometrica gli angoli soluzione della equa¬ 
zione associata e a tratto spesso, su due diver¬ 
se circonferenze concentriche, gli intervalli 
soluzione della disequazione data ottenibile 
attraverso le seguenti considerazioni: 

- l’equazione associata è riconducibile a 
una equazione di secondo grado in t = 
cosx avente le radici t 1 e A, sopra fornite; 
tale equazione rappresenta una parabo¬ 
la negativa per valori della variabile 
esterni all’intervallo [-1/2; + 1]: 

- considerati i valori di t e t 2 , gli interval¬ 
li angolari di soluzione, a questi corri¬ 
spondenti in (0; 360°), sono rispettiva¬ 
mente: 

per cosx > +1 => a t = 0° (intervallo costituito dal valore unico per cosa = 1) 

per cosx < -1/2 => 120° < a, < -120° 

L’unione dei due intervalli fornisce la soluzione cercata. 



fig-41 
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senx + 2cosx + 1 > 0 (fìg. 42) 

L’equazione associata ha soluzioni: 
tg(jCj / 2) = -1 => x t = 143,2° + kl 80° 

tg(x 2 / 2) = 3 => x 2 = -90° + iti 80° 

Anche questi valori sono radici di una equa¬ 
zione di 2° grado (in t = tgx / 2) che rappresen¬ 
ta una parabola positiva internamente all’inter¬ 
vallo delle radici: 
tg <A, / 2) < tg (x/ 2) < tg (x 2 / 2) 

Considerati i valori di x t e x 2 , gli intervalli an¬ 
golari di soluzione in (0; 360°) sono rispetti¬ 
vamente: 

per tg (x/2) < tg (x 2 /2) => a < 143,2° 

per tg (x/ 2) > tg (Xj / 2) => a > -90° 

L’unione dei due intervalli rappresentati su due 
zione cercata. 

Metodo grafico 

Per disequazioni del tipo sopra esaminato il metodo grafico rende particolarmente age¬ 
vole la ricerca della soluzione; il metodo consiste nel considerare il sistema misto co¬ 
stituito dalla disequazione data dove è stato operato il cambio di variabili cosx = X e 
senx = Y e dalla equazione della circonferenza goniometrica. Per gli esempi di cui so¬ 
pra avremo i seguenti sistemi misti: 

f 2Y 2 +X- 1 <0 | 2X+Y+ 1 >0 

{ X 2 + Y 2 = l \ X 2 + Y 2 = \ 

Le intersezioni tra le curve a sistema sono i seguenti punti nel piano: 

Pj = (l; 0) P, =(-4/5; 3/5) 

P 2 =(-l/2; V3/2) P 2 s(0;-1) 

P 3 =(-l/2;-V3/2) 

Andiamo ora a rappresentare le curve: 

- nel primo caso la disequazione rappresenta i punti del piano interni alla concavità ri¬ 
volta verso sinistra di una parabola ad asse orizzontale (x = -2y 2 + 1) e vertice V = (1 ; 
0); pertanto l’insieme che risulta essere soluzione del sistema è quello rappresentato in 
fig. 43 con tratto marcato unitamente al punto (1 ; 0); 

- nel secondo caso la disequazione rappresenta i punti del semipiano superiore alla ret¬ 
ta y = -2x - 1 ; l’insieme soluzione è quello rimarcato in fig. 44. 



fig-42 


diverse circonferenze fornisce la solu- 
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fig■ 43 fig. 44 


1 — cosx 1 + cosx < 

senx(l-senx) senx(l + senx) 

Con semplici calcoli la disequazione fratta diviene: 


senx — cosx ^ 
senx cos 2 x 


con sen x ^ {0} u {+ 1} 


Con il cambio di variabili X = cosx e Y = senx avremo per il numeratore ed il denomi¬ 
natore presi singolarmente e posti a sistema con l’equazione della circonferenza trigo¬ 
nometrica i seguenti sistemi che esprimono la necessaria discordanza di segno tra nu¬ 
meratore e denominatore per avere la frazione negativa: 

(Y-X <0 (Y-X >0 

< YX 2 > 0 < YX 2 <0 

[x 2 + Y 2 =l lx 2 + Y 2 =l 


Le soluzioni in [0°; 360°] delle equazioni associate alle disequazioni sono: 

pj 

X=Y=±— x, =45° 

2 


e x 2 = 225° per il numeratore 
X=Y= 0 Xj = 0° 

e x 2 = 180° per il denominatore 

Andiamo ora a rappresentare sul piano (fig. 45) 
i segni delle relazioni descritte nei sistemi; sul¬ 
la circonferenza interna rappresentiamo X 2 + Y 2 
= 1, a seguire verso l’esterno il segno positivo 
del numeratore e del denominatore. 

Il segno della frazione, ovvero la soluzione in 
[0°; 360°], è nei seguenti intervalli: 

0 < x < 45° u 180° < x < 225° 



evidenziati sulla circonferenza più esterna. 


fig- 45 
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^ 4cos 3 x + 2(V2+ 3)sen 2 x + (3^2 + 2)cosx - 3^2 - 6 > 0 

La disequazione data può essere trasformata in una equivalente attraverso la relazione 
fondamentale sen 2 x = 1 - cos 2 x ottenendo: 

4cos 3 x -2(^2+ 3)cos 2 .r + (3^2 + 2)cosx - V2 > 0 ponendo t = cosx (2) 

4 1 3 - 2(V2+ 3)t 2 + (3V2 + 2)t - a/2 > 0 

L’equazione associata è di 3° grado e con Ruffini otteniamo: 

2 ( f — l )( f — i )( f -^)>0 
2 2 

Sulla circonferenza goniometrica, considerando l’assunzione (2), possiamo ora analiz¬ 
zare il segno dei tre seguenti fattori: 


COSX - 1 

=> 

è positivo o nullo per x = 0° 

(circonferenza 1) 

1 

cosx- 

=> 

è positivo o nullo per 60° < x < 0° u -60° < x < 0° 

2 


(circonferenza 2) 

V2 

COSX- 

=> 

è positivo o nullo per 45° < x < 0° u -45° < x < 0° 

2 


(circonferenza 3) 


La disequazione sarà soddisfatta negli interval¬ 
li dove si verificheranno tre fattori positivi o 
due negativi contemporaneamente; tale situa¬ 
zione è illustrata in fig. 46. 

La soluzione all’interno dell’intervallo (0°; 
360°) è data dall’unione degli intervalli: 

45° < x < 60° U -60° < x < -45° u x = 0° 
evidenziati sulla porzione di circonferenza più 
esterna. 



fig■ 46 


edises 


EdiSES 






Capitolo 14 

Trigonometria 


14.1 Definizione 


Per trigonometria intendiamo quell’insieme di regole e formule che consentono di determi¬ 
nare alcuni degli elementi (angoli e/o lati) di un triangolo qualsiasi, noti gli altri. 

Dai criteri di congruenza dei triangoli sappiamo che è possibile replicare un triangolo rispet¬ 
to ad un altro se sono noti tre elementi su sei di questo; nei triangoli esistono quindi relazio¬ 
ni tra le misure degli angoli e dei lati che consentono di calcolare gli elementi incogniti a par¬ 
tire da quelli noti ed i relativi procedimenti prendono il nome di risoluzione dei triangoli. 
Per individuare in modo univoco un triangolo distinguiamo tre diversi casi a seconda degli 
elementi noti: 

- risoluzione a partire dalla conoscenza di due lati e l’angolo compreso (dal 1° criterio di 
congruenza); 

- risoluzione a partire dalla conoscenza di un lato e degli angoli ad esso adiacenti (2° criterio); 

- risoluzione a partire dalla conoscenza dei tre lati (3° criterio). 

Nei triangoli rettangoli la misura di un angolo è nota a priori; sono quindi sufficienti due soli 
elementi noti: 

- due cateti; 

- un cateto e l’ipotenusa; 

- l’ipotenusa ed un angolo acuto; 

- un cateto ed un angolo acuto. 


14.2 Relazioni tra gli elementi di un triangolo rettangolo 


Alla luce di quanto visto a proposito delle funzioni gonio¬ 
metriche consideriamo la porzione di circonferenza gonio¬ 
metrica racchiusa nel primo quadrante (fig. 1). 

Indicato con ABC un triangolo rettangolo in C, siano a, b 
e c le misure dei lati rispettivamente opposti ai vertici A, 
BeC. 

Siano inoltre a e (3 gli angoli relativi ai vertici A e B del 
triangolo ABC. 

Abbiamo visto che le definizioni delle funzioni goniome¬ 
triche di un angolo orientato non dipendono dal raggio del¬ 
la circonferenza goniometrica. 
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Pertanto assunto come raggio della circonferenza l’ipotenusa AB del triangolo, dalle defini¬ 
zioni di seno, coseno e tangente, ricaviamo: 

a 

sena = — 
c 

b 

< cosa = — 
c 

a 

tga =- 

l b 

Da tali definizioni si possono ricavare agevolmente i cateti del triangolo in funzione dell’an¬ 
golo a e dell’ipotenusa, poiché: 

a = csena 

• b = ccosa (*) 

a = btga 

Inoltre, essendo la somma degli angoli interni di un triangolo 180°, ne consegue che (3 è il 
complementare di a, essendo ABC rettangolo, cioè: 

P = 90° - a 

ricordando pertanto le formule degli angoli associati abbiamo: 

sena = sen(90° - (3) = cos|3 
■ cosa = cos(90°-13) = sen|3 
tga = tg(90°-|3) = ctg|3 

e sostituendo nelle (*) otteniamo le espressioni dei cateti del triangolo rettangolo ABC in fun¬ 
zione dell’angolo P: 

a = ccosP 

• b = csenP (**) 

a = òctgP <=> b = fltgP 

Queste relazioni ci permettono di risolvere i triangoli rettangoli come vedremo nei paragrafi 
successivi quando affronteremo i problemi della trigonometria. 


14.3 Risoluzione dei triangoli rettangoli 


Per la risoluzione di un triangolo rettangolo dobbiamo fare riferimento a quanto detto a pro¬ 
posito delle relazioni tra i suoi elementi. 

La risoluzione del triangolo rettangolo in trigonometria prevede quattro casi che andremo a 
schematizzare tenendo conto della figura 2. 
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C 



A 

I quattro casi sono: 

C 

fig-2 

B 

CASO 

ELEMENTI NOTI 

ELEMENTI INCOGNITI 

I 

cateti b e c 

ipotenusa a ed angoli p e y 

II 

ipotenusa a e cateto b 

cateto c ed angoli p e y 

III 

cateto b ed angolo P 

ipotenusa a, cateto c ed angolo y 

IV 

ipotenusa a ed angolo p 

cateti b e c ed angolo y 


I Caso ^ 

Ricordiamo che nel triangolo rettangolo fgp = — ; da ciò ricaviamo immediatamente l’ango- 

c 

lo p attraverso la formula inversa fi = arctg^ —j . 

Adesso y lo ricaviamo tenendo conto che la somma degli angoli interni di un triangolo è 180°; 
essendo a = 90°: 

y= 180°-a-p = 180°-90°-p = 90°-P 

Per avere infine il valore dell’ipotenusa a , ricordiamo che b = a senp e quindi: a = b / senp. 

II Caso , , b \ 

Dalla formula b - a senp, otteniamo senp = — e quindi /j = arcsen — . 

a \a J 

L’angolo y si ricava in modo analogo al I caso cioè y = 90° - p . 

Infine, per avere il cateto c ricordiamo la formula: c = a seny. 

Ili Caso b 

L’angoloy si ricava in modo analogo al I caso cioè y= 90° - P; inoltre, essendo tgp = — , ri- 

b C 

sulta c = — . 

b 

Infine, sapendo che b - a senp, si ricava agevolmente: a = -. 

sen/j 

IY Caso 

L’angolo y si ricava in modo analogo al I caso cioè y= 90° -p, inoltre b - a senp ed infine 
c = a cosp. 
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14.4 Relazioni tra gli elementi di un triangolo qualunque 
Teorema dei seni 

In un triangolo qualunque i lati sono proporzionali ai seni degli angoli ad essi opposti. 

Nel triangolo acutangolo di vertici ABC di 
figura 3, l’altezza AH, relativa al lato BC, 
individua su BC il piede H, dividendo il 
triangolo in due triangoli rettangoli, AHB 
e AHC. 

Se indichiamo con h il segmento AH, per 
tali triangoli potremo scrivere le relazioni 
seguenti: 

fig- 3 


per il triangolo AHB 

h = c senp 

per il triangolo AHC 

h = b seny 

per la proprietà transitiva sarà: 

c sen p = b sen y 

c b 

ovvero:-=-. 



W V V V^l VJ . - - -. 

seny seri (3 

È possibile ripetere lo stesso procedimento con gli altri vertici, ad esempio con il vertice B 
per il quale avremo: 

. c a 

c sena = a seny da cui: -=- 

seny sena 

di nuovo per la transitività delle uguaglianze avremo: 

c b a 
seny senfi sena 

Anche se avessimo considerato un triangolo ottusangolo saremmo giunti alle stesse identiche 
conclusioni potendo scrivere per gli stessi triangoli rettangoli AHB ed AHC (vedi fig. 4): 
per il triangolo AHB h = c senp 

per il triangolo AHC h = b sen(jt - y) = b seny 


A 



fig■ 4 


A 
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Proprietà: in un triangolo il rapporto tra ogni lato ed il seno dell’angolo ad esso opposto è 
costante ed è uguale al diametro della circonferenza circoscritta al triangolo stesso. 

Come da fig. 5 consideriamo il triangolo di vertici ABC 
inscritto nella circonferenza di diametro 2r dove andia¬ 
mo ad inscrivere anche un triangolo di vertici ADC che 
condivide quindi con ABC i due vertici A e C ed ha un 
lato coincidente con il diametro AD = 2r della circon¬ 
ferenza. Tale triangolo è necessariamente rettangolo in 
C ed ha l’angolo in D congruente con l’angolo in B del 
triangolo dato perché gli angoli alla circonferenza B e 
D insistono sulla stessa corda AC = b; per il triangolo 
rettangolo il teorema dei seni fornisce la seguente re¬ 
lazione: 

AC = AD senB ovvero: -= 2r 

senP 

Definizione: dato un angolo, definiamo proiezione di uno dei lati sul secondo lato dell’ango¬ 
lo il prodotto della misura dei lati per il coseno dell’angolo stesso. 

Il teorema delle proiezioni ed il teorema di Carnot o del coseno 

In un triangolo qualunque, ogni lato è uguale alla somma delle proiezioni degli altri due lati 
su di esso. 

Con riferimento ai triangoli rettangoli AHB ed AHC di fig. 3 ed alla definizione di coseno di 
un angolo possiamo scrivere: 
cosp = BH/BA 

cosy=CH/CA da cui: 



BH = c cosP e CH = b cosy 

Essendo: BC = BH + CH (1) tramite sostituzione: 

a = c cosP + b cosy 

Con riferimento alla fig. 4 possiamo dimostrare che la relazione vale anche nel caso di trian¬ 
goli ottusangoli, dovendo essere: 


e: 


BC = BH - CH (2) 
CH = b cos(7t - y) = -b cosy 


Per sostituzione nella precedente, la (1) è confermata come anche per tutti gli altri lati, poten¬ 
do quindi scrivere: 
a = c cosP + b cosy 
b = c cosa + a cosy 
c = a cosP + b cosa 
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Se andiamo ora a moltiplicare la prima relazione per a, la seconda per b e la terza per c, otte¬ 
niamo: 

a 2 = ac cos (3 + ab cos y 
b 2 = bc cos a + ba cos y 
c 2 = ac cos (3 + bc cos a 
sottraiamo da ogni relazione le altre due: 

a 2 - b 2 - c 2 = -2bc cosa a 2 = b 2 + c 2 -2bc cosa 

b 2 - c 2 - a 2 = -2ac cosp da cui: b 2 = c 2 + a 2 -2ac cosp 

c 2 — a 2 — b 2 — -2ab cosy c 2 = a 2 + b 2 -2ab cosy 

Le relazioni esprimono il teorema di Carnot o del coseno: in un triangolo qualunque, il qua¬ 
drato della misura di un lato è uguale alla somma dei quadrati degli altri due, diminuita del 
doppio prodotto della misura di questi ultimi per il coseno dell’angolo tra essi compreso. 

A fronte di un angolo compreso di tipo retto il coseno si annulla e le formule replicano il te¬ 
orema di Pitagora; più in generale il teorema del coseno traduce in forma algebrica un teore¬ 
ma sull’equivalenza, ovvero: in un triangolo, il quadrato costruito su di un lato è equivalente 
alla somma dei quadrati costruiti sugli altri due lati “diminuita” del doppio del rettangolo 
avente per lati il secondo lato del triangolo e la proiezione del terzo lato sul secondo stesso. 
Il virgolettato sta ad indicare che trattasi di sottrazione quando l’angolo compreso tra il se¬ 
condo e terzo lato è acuto, diversamente parleremmo di somma. 


Formule di Briggs 

Queste formule consentono di calcolare gli angoli di un triangolo partendo dalla conoscenza 
dei lati; dalle formule che descrivono il teorema di Carnot possiamo ricavare il coseno degli 
angoli di un triangolo qualunque: 

b 2 + c 2 - a 2 D c 2 +a 2 -b 2 a 2 + b 2 -c 2 

cosa =- cosp =- cosy =- 

2bc 2ac 2ab 

Consideriamo ora le formule di bisezione per coseno e seno: 

a Vi + cosa a Vi-cosa 

2 V2 2 V2 

In tali formule andiamo a sostituire l’espressione di cos a in funzione dei lati del triangolo ed 
otterremo dopo rapidi passaggi: 

a J (b + c + a)(b + c - a) a V( a + b 

cos — = —-==- sen — = —- 

2 2Vbc 2 


-c)(a-b + c) 

2 Vbc 


Può tornare comodo esprimere le suddette formule in funzione del semiperimetro p (2p = a + b + c): 

Vp(p-a) a_ V(p- b )(p- c ) 


a 

cos — = 
2 


Vbc 


sen — = ■ 
2 


Vbc 
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La tangente è facilmente ottenibile dalle precedenti come rapporto tra seno e coseno; di se¬ 
guito riportiamo anche le formule del coseno e del seno per (3 e y: 


P VRp-b) 

cos — = -—=— 
2 vac 


V P(P- C ) 


Y 

2 Vàb 


p_ V(p- a )(p- c ) 


sen — = - ,— 

2 vac 


Y V(P - a )(P - b ) 
sen — = - -j= - 

2 Vàb 


Il segno delle formule illustrate è sempre positivo perchè tutte le metà angolo di un triangolo 
sono sempre minori o al più uguali a 90°. 


Teorema di Nepero o delle tangenti 

Dati due qualsiasi lati di un triangolo, queste formule stabiliscono una relazione tra la som¬ 
ma e la differenza di questi. Con riferimento alla fig. 3 e dal teorema dei seni: 

a : sena = b : senP componendo e scomponendo la proporzione si ha: 

(a + b) : (sena + senp) = a : sena 
(a - b) : (sena - senP) = a : sena 

Per transitività i primi membri delle due relazioni debbono essere uguali, pertanto: 

(a + b) : (sena + senp) = (a - b) : (sena - senp) da cui: 


a + b sena + senp 
a - b sena - senp 

Se definiamo con c la semisomma degli angoli opposti ai lati considerate nella formula e con 
8 la loro semidifferenza, possiamo trasformare la formula data attraverso l’uso delle formule 
di Prostaferesi: 


a + b sena + senp tga 

a - b sena - senp tg8 

Analogamente per le altre: 

a + c sena + seny tga 

a - c sena - seny tg8 


con 


a + p 

2 


e 


a - P 
2 


con 


a +y 

a =- - 

2 


e 


a -y 
2 


c + b seny + senp tga 
c - b seny - senP tg8 


con 


2 


e 


8 = 


Y-P 

2 


Da quanto sopra le formule di Nepero affermano che in un triangolo la somma di due lati sta 
alla loro differenza come la tangente della semisomma degli angoli opposti ad essi sta alla 
tangente della loro semidifferenza. 
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Formule di Delambre 

Dal teorema dei seni: 
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da cui: 


a : sena = b : sen(3 a : sena = c : seny 

b senp c seny 

a sena a sena 


sommando e sottraendo membro a membro: 


b + c seny + sen|i 
a sena 


b - c sen|i - seny 
a sena 


Analogamente, per le altre combinazioni di lati. 

Le formule precedenti possono essere trasformate attraverso le formule di Prostaferesi nelle 
formule seguenti: 


b + c 
a 



a 

sen — 
2 


b-c 

a 



a 

cos — 
2 


Pertanto, in un triangolo qualsiasi: 

- il rapporto tra la somma delle misure di due lati e la misura del terzo lato è uguale al rap¬ 
porto tra il coseno della semidifferenza degli angoli opposti ai due lati e il seno della metà 
dell’angolo opposto al terzo lato; 

- il rapporto tra la differenza delle misure di due lati e la misura del terzo lato è uguale al 
rapporto tra il seno della semidifferenza degli angoli opposti ai due lati e il coseno della 
metà dell’angolo apposto al terzo lato. 


14.5 Risoluzione di un triangolo qualunque 


Facciamo riferimento alla fig. 6 e consideriamo i diversi casi che si possono presentare. 

C 



fig- 6 


I caso 

Risolvere un triangolo conoscendo due lati e l’angolo compreso (i lati a, b e l’angolo y di fig. 6) 
Attraverso il teorema di Carnot possiamo calcolare il terzo lato: 
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c = b 2 + a 2 - 2ab cosy 

Ora sono noti tutti i lati ed un angolo ed il teorema dei seni ci consente di calcolare agevol¬ 
mente i rimanenti angoli: 


senp = 


b seny 
c 


a seny 

sena =- 

c 


II caso 

Risolvere un triangolo conoscendo un lato e gli angoli ad esso adiacenti (a, P e y di fig. 6). 
È facilmente calcolabile il terzo angolo a: 

a = 180° - p - y 

Il teorema dei seni ci consente di calcolare i rimanenti lati: 

, a senP a senp 

b =-- c =- 

sena seny 


III caso 

Risolvere un triangolo conoscendo i tre lati. 

Le formule di Briggs ci consentono di risolvere il problema. 

La condizione affinché tre segmenti costituiscano i lati di uno ed un solo triangolo consiste 
nelle seguenti diseguaglianze: 

a<b + c; b<a + c; c<a + b 

Ogni lato deve essere minore della somma degli altri due. È interessante notare che le dise¬ 
guaglianze citate sono le condizioni di realtà per i radicandi delle formule di Briggs. 
Possiamo considerare anche un quarto caso che non ammette, però, necessariamente una so¬ 
luzione o una soluzione univoca. 

IY caso 

Risolvere un triangolo conoscendo due lati ed un angolo opposto ad uno dei lati (a, b e a di fig. 6). 
Dal teorema dei seni possiamo ricavare l’angolo P opposto all’altro lato conosciuto: 

b sena , , ono n 

senp =- da cui: y = 180 -a~P 

a 

Nuovamente per il teorema dei seni: 

a seny 

c =- 

sena 

Dalla formula di senp osserviamo che il calcolo è condizionato dal valore di bsen a rispetto 
ad a dovendo essere sen P < 1 ; possono verificarsi i seguenti casi al variare di a, b, a: 

- b sen a > a il problema non ammette soluzione 

- b sen a = a il problema ammette una soluzione con p = 90° se a < 90° (acuto; fig. 7) 

- b sen a < a debbono distinguersi diversi casi: 
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• a acuto: se a < b il problema ammette due 
soluzioni pj e (3, = 180° - P t (con i corri¬ 
spondenti y e y,) per un triangolo acuto 
ed uno ottuso aventi entrambi i lati a, b e 
l’angolo a (fig. 8); se a > b una soluzione 
(isoscele se a = b); 

• a retto: il problema ammette una soluzio¬ 
ne (rettangolo); 

• a ottuso: il problema ammette una solu¬ 
zione se a > b (fig. 9). 
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C 



fig- 7 



14.6 Altre formule 


Area di un triangolo 

Dalla fig. 3 possiamo scrivere: 

. ah ac „ .,, , . 

A = — = — senp (1) da cui: 

l’area di un triangolo è data dal prodotto di due lati per il seno dell’angolo compreso; attra¬ 
verso le formule di Briggs per il seno ed il coseno di a/2 e la formula di duplicazione del seno 
possiamo scrivere: 

O „ P P 7p(p-a)(p-b)(p-c) 

senp = 2sen — cos — = —-• 2 

2 2 ca 

che sostituita nella formula (1) per A otteniamo: 

A =Vp(p -a )(p- b )(p~ c ) 

che è la formula di Erone per il calcolo dell’area di un triangolo che ora è stata ottenuta par¬ 
tendo da considerazioni trigonometriche. 
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Raggio delle circonferenze circoscritte ed inscritte 

Abbiamo già verificato con il teorema dei seni 
che il raggio della circonferenza circoscritta ad 
un triangolo è ottenibile come semiprodotto di 
un lato per il seno dell’angolo opposto. 

Per il raggio della circonferenza inscritta pos¬ 
siamo pensare di dividere un qualsiasi trian¬ 
golo in tre parti congiungendo l’incentro 
(centro della circonferenza inscritta e punto 
comune delle bisettrici) con i vertici del trian¬ 
golo. Ognuno dei subtriangoli ha per base un lato ed altezza il raggio cercato (fig. 10), per¬ 
tanto l’area dell’intero triangolo è esprimibile come somma delle tre subaree: 

r ^ 

A = (a + b + c)— da cui: r = — (2) dove p è il semiperimetro 

2 p 

La (2), attraverso le formule di Briggs e quella di Erone, si presta ad una riscritttura che uti¬ 
lizza le grandezze goniometriche degli angoli del triangolo come ad esempio: 

r = (p-a)|tg“j= (p-b)|tg|J = (p “ c) | tg ~j 



fig. io 


14.7 Applicazioni geodetiche e topografiche 





fig- n 


Calcolo dell’altezza di una torre (o vetta) la cui sommità 
risulta visibile ma inaccessibile 

Nel caso in cui il punto di rilievo R ed il piede della torre 
P sono su una retta orizzontale (fig. 11), detti: 

- h l’altezza incognita 

- d la distanza RP misurabile tra punto di rilievo, scelto a 
piacere o secondo necessità, e piede della torre 

- a l’angolo sotto il quale la cima C è osservabile dal pun¬ 
to di rilievo R 

h = d tga 



Nel caso in cui R e P non si trovano su di una retta 
orizzontale deve poter essere misurato l’angolo (3 tra 
l’orizzontale e la congiungente RP (fig. 12); (3 sarà 
considerato positivo nel verso orario rispetto alla oriz¬ 
zontale di figura. Il teorema dei seni applicato al trian¬ 
golo RPC fornisce: 

h t d 

sen(a + (3 j ) seny 


Essendo y complementare di a avremo sen y= cosa, 
pertanto: 


h: = 


d sen(a + (3 ; ) 
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Calcolo della distanza di un punto da un altro 
visibile ma non accessibile 

Nel caso si debba misurare la distanza di un pun¬ 
to P, visibile ma non accessibile, da un punto di 
rilievo R possiamo individuare un punto di rife¬ 
rimento S accessibile da R ed in visibilità con P 
e misurare la distanza d = RS e gli angoli a e (3 
di fìg. 13. Per il teorema dei seni possiamo scri¬ 
vere per la distanza incognita x: 


P 

A 



fig- 13 


x _ d 
sen (3 seny 


Essendo y supplementare di a + [3, si ha sen y = sen (a + (3), pertanto: 

d sen (3 
sen(a + (3) 


Calcolo della distanza tra due punti visibili ma 
non accessibili 

Siano A e B due punti visibili ma non accessibili 
da un punto di rilievo R ed S un punto di riferimen¬ 
to scelto a piacere o secondo possibilità, accessi¬ 
bile e visibile da R. Come da fig. 14 diciamo: 

- a e (3 gli angoli sotto i quali osserviamo da R 
i punti A e B rispetto ad S 

- y e 8 gli angoli sotto i quali osserviamo A e B 
da S rispetto ad R 

- tp = a- [3 

- d la distanza misurata RS ed x la distanza inco¬ 
gnita 

- a la distanza AR 

- b la distanza BR 


B 



fig-14 


Attraverso il teorema dei seni applicato ai triangoli ARS e BRS rispettivamente, avremo: 
a d 

essendo C 0 j = 180° - a - 8 (fig. 14) 
essendo co, = 180° - (3 -y(fig. 14) 


sen8 sen(a + 8) 

b d 

seny sen((3 + y) 

Calcolati a e b, dal triangolo ARB attraverso il teorema di Carnot, possiamo calcolare x: 

x = -y/b 2 + a 2 - 2ab coscp 
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14.8 Esercizi svolti 


In una circonferenza, due corde di lunghezza yl6 e yS sono sottese a due archi comple¬ 
mentari; calcolare la lunghezza dei relativi archi. 


B 



Rappresentiamo i dati dell’esercizio in fìg. 15 
dove risulta evidente che i raggi della circonfe¬ 
renza danno luogo a due triangoli OBC e OCD 
isosceli. Attraverso il teorema di Carnot applica¬ 
to ai lati costituiti dai raggi costruiamo due rela¬ 
zioni per gli angoli al centro y e 8, complementa¬ 
ri tra loro. 

16 = r 2 + r 2 - 2r 2 cosy = 2r 2 (l - cos y) 

8 = r 2 + r 2 - 2r 2 cos8 = 2r 2 ( 1 - cos 8) 

Dividiamo membro a membro e consideriamo 
che: y + 8 = 90°, per cui cos8 = seny 

„ 1-cosy 1-cosy 

2 =-=- sviluppando avremo: 

1 - cos8 1 - seny 

2 sen y- cos y - 1 = 0 


Attraverso le formule parametriche l’equazione diviene: 

4t - 2 = 0 da cui: t = tgy/2 = 1/2 ovvero: 

y= 53,13° e 8 = 90° - 53,13° = 36,87° 

Gli angoli alla base dei due triangoli isosceli valgono: 
a = (180° - 53,13°)/2 = 63,435° 

P = (180° - 36,87°)/2 = 71,565° 

ora è possibile calcolare il raggio della circonferenza attraverso il teorema dei seni applicato 
ad uno qualsiasi dei triangoli: 

Vf6 r VÌ6 sen 63,435° „ 

-=- => r =-= 4,472 

sen 53,13° sen 63,435° sen 53,13° 

lo stesso valore per r lo si ottiene anche applicando il teorema dei seni all’altro triangolo. 

La lunghezza degli archi sottesi agli angoli al centro è data dalla seguente proporzione: 

L(co) : 2jtr = co : 360° 

eseguendo i calcoli per co = y, CO = 8, ed r = 4,472: 

L(y) = 4,15 
L(8) = 2,86 

Risolvere un triangolo conoscendo due angoli ed il perimetro; a = 53,13° P = 50,24° P = 21,21 

y = 180° - 53,13° - 50,24° = 76,6° 

c b a 

Dal teorema dei seni: -=-— =- 

seny senp sena 
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C b cL et "f" b “1“ c 

Applichiamo la proprietà del comporre: -=-=-=- 

seny sen(3 sena sena + sen(3 + seny 

Avremo ad esempio: 

a = _ 2121 _ ^ 21,21 ^ 8 35 

sen 53,13° sen 53,13° + sen 50,24° + sen 76,6° “ 0,8 +0,77 + 0,97 ~ ’ 

da cui replicando per tutti i lati: 
a s 8,35 sen 53,13° = 6,68 
b = 8,35 sen 50,24° = 6,43 
c = 8,35 sen 76,6° = 8,1 

In un triangolo rettangolo avente ipotenusa di 10 cm è inscritto un cerchio di raggio 2 
cm; calcolare i cateti e gli angoli acuti del triangolo. 

Chiamiamo a e b i due cateti, a e (3 gli angoli a questi opposti, A l’area e p il semiperimetro 
del triangolo. Si ha: 


A ab 
p a + b + 10 

Il raggio della circonferenza 
a e b: 


a + b + 10 
a 2 + b 2 = IO 2 

ovvero sostituendo: 

(a + b) 2 - 4(a + b) - 40 = 100 => (a + b) 2 - 4(a + b) - 140 = 0 

Abbiamo una equazione di 2° grado in (a + b), da cui, scartando la soluzione negativa, si ot¬ 
tiene il sistema: 

J a + b = 14 cm 
| ab = 48 

di soluzioni: 

a = 6 cm e b = 8 cm 

Dal teorema dei seni: 

10 8 6 
sen 90° sen (3 sena 

si ha: 

a = arcsen 0,6 = 36,87° e (3 = arcsen 0,8 = 53,13° 


inscritta e il teorema di Pitagora formano un sistema nelle incognite 


ab = 2(a + b) + 20 
(a + b) 2 - 2ab = 100 


( 1 ) 
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